Piastre assial-simmetriche

Leone Corradi Il vol. pag 158

Consideriamo il caso di lastre
circolari in condizioni di simmetria
polare, il cui comportamento si

descrive con il sistema di coordinaté*="""

cilindriche (0; r, 6, 2)

z uscente dal piano

La piastra sia di spessore costante
vincolata in modo assial-simmetrico

caricata da carichi verticali normali al
piano medio e distribuiti con
simmetria radiale



Piastre assialsimmetriche

In queste condizioni di assial-simmetria di geometria, vincoli e carichi
possiamo dire che in ogni sezione diametrale sono nulle le tensioni

tangenziali Te.e Tor mentre possono essere diverse da zero le 06, Ore
le Tz

Oy

Le componenti di spostamento diverse da zero sono ure w



Cinematica

IL campo di spostamento diviene

U, (r,z) =u,(r)—zg(r)

w(r,z) = w,(r)

IL campo di deformazione diviene

du,,(r) __dg(r)

£12)= dr dr
£,(r,2) =) 00
y.(r2)=20) g

dr



Cinematica: caso flessionale puro

IL campo di spostamento diviene

u,(r,z) =-z¢(r)

w(r,z) =w,(r)

IL campo di deformazione diviene

E(r,z) =—zd¢éfr)
E,(r,z) :—Z¢Er)
y.(r2= 20 g

dr



Piastre sottili

Ipotesi di scorrimento nullo
IL campo di deformazione diviene

E (r z)——zdzw—z
r ! drz Xr
E,(r,z)=- z@= ZX,
dw
r,z)=0 =
Dove si & posto =_dzwz_%
"o dr? dr
r 1 dw
Lo PO _ 1w

r r dr



Piastre assialsimmetriche

Nel caso di materiale iperelastico lineare isotropo

Integrando sullo spessore si
generalizzati

-
h/2

[zodz=- D(

-h/2

h/2

[zo,dz=-D(uv

-h/2

O-r = E 2 (Er +U£0): - EZZ (d¢ +V£)
< 1-v 1-0° dr
0,= = (vg +e)=- 2 W+

definiscono i momenti

Lv®)=p(x +ux,)

f +2)=D(x, +ux)



Piastre assial-simmetriche

L'equazione costitutiva in termini di variabili generalizzate
si scrive in forma compatta come

. _ i} _[de¢’
! a@
m, - D Ul X -_D 1 v < dr >
m, v 1||x, v 1| ¢
. r J




Equazioni di equilibrio

Mr +dMmr

"
me+dm
Z,W
Equilibrio alla rotazione nel piano (r, z)

tr medO

Mr Mr +dMmr

tr +dtr

A




Piastre assialsimmetriche

¢) Consideriamo ora un elemento della lastra, limitato da due su-
perficie cilindriche di raggi r ed r - dr e da due

— piani radiali formanti I’angolo df (fig. 1320).

Tgg==0  Sulle facce ab e ed agiscono le coppie m,rdd ed

d b _"FTH, | (m, 4+ dm,)(r 4 dr)df, la ecui differenza, trascu-
T i 4

: rando I'infinitesimo del terzo ordine, & m drdd +
Ledt, “ dm,rd6. Inoltre agiscono le forze ¢rdf e (t,
8L -+ dt,)(r 4 dr)dd, il cui momento & frdl - dr.
( = 3 0  Bulle facce ac e bd agiscono le due coppie mydr,
m +dm., 1}’ ~p) tz ilcuimomento risultante nel piano rz & —mydrdo.
. Il momento del carico agente sull’elemenfo &
infinitesimo del terzo ordine. Quindi, per I'equi-
librio alla rotazione nel pianoc rz, 8i deve avere

mdrdf + dmnrdd — medrdd 4 trdrdd = 0,

Fig. 1320.

0881 J
mf
(d) m,.+Trfr—ma—[-i,.r=ﬂ.

Belluzzi vol 3 pag 82



Equazioni di equilibrio

tr

mr med® Mr +dMmr
H |
) tr +dtr
Z dr

Equilibrio alla rotazione nel piano (r, z)

mrd6’+dmr r-m,+tr=0
dr




Piastre assial-simmetriche

L'equazione della superficie elastica si ottiene
sostituendo nell’equazione di equilibrio il
legame costitutivo in termini delle variabili

generalizzate

d°¢  1dg _ ¢

_tl’
dr2 rdr r? D




Piastre assial-simmetriche

si puo scrivere l'espressione di tr per ogni condizine di carico
simmetrico . Tuttavia discutiamo il caso in cui si ha un carico

uniforme q per unita di superficie della piastra e( qun carico
concentrato P al centro

Nella sezione cilindrica generica di raggio r il taglio totale
t-210r deve fare equilibrio al carico q77° +P

P
q qm°+P=2mt
T "“\\
2 27

tr



Piastre assial-simmetriche

Sostituendo l'espressione trovata di t- nella equazione della
superficie elastica si ottiene

d[1d(rg)|__ 1(qr +P)
dr{r dr D\ 2 2771

Il cui integrale generale si scrive

cr ¢, g’ Pr
ry=—+*-———-——-(2Inr-1
#(r) 2 r 16D 871D( )



Piastre assial-simmetriche

Nel caso di piastre sottili

=_dzwz_ﬂ

r dr? dr

__¢(r)_ law
Xo r r dr

Sostituendo tali espressioni nella equazione della superficie
elastica elastica e derivando rispetto ad si ottiene la foprma
seguente della superficie elastica

d“_w+2d3w_1dzw+1dw
d, rdr’ r*dr® r’dr

_q
D



Piastre assial-simmetriche

Nel caso di piastre sottili

dvv 2dm1 1dvv 1 dw _q
dr rdr r’-dr? r3dr D

Ammette il seguente integrale

Cl° g‘ Pr
nr+c, + ——
64D 8Dn

w(r) =

1)

Le costanti c¢i,c2,cz vengono determinate scrivendo le
condizioni al bordo esterno ed una condizione per r=0



Caso della flessione uniforme

Belluzzi lll pag 78

Si definisce stato di curvatura o di
flessione uniforme una deformata
per cui le curvature sono tutte
uguali e la deformata risulta una
superficie sferica di raggio p

X.=X,=x € x,=0
p=1x



Caso della flessione uniforme

2 ng In virtu delle equazioni costitutive
generalizzate risulta anche che

m, =m, =m = costante

m :l
(1+0)D p

: ) m:D(1+U)X@/Y:

Belluzzi Il pag 78



Caso della flessione uniforme

7

n-)G*"'R

Ad esempio questo e il caso di un
fondello di serbatoio

$(0)=0=rc, =0

o
PI)=="70 X ZXe=
m =m,=D(1+v %=costante

Se R e il raggio della piastra la
rotazione a al contorno e la freccia f
al centro risultano

(2R _R* _ mR?

== f =
o (@1+u)D 80 2,0 2(1+uv)D



Caso della flessione uniforme

Altro esempio: stato di deformazione indotto da una differenza di temperatura

At tra le 2 facce di una piastra circolare di spessore h=costante incastrata la
bordo
Soluzione. Ammettiamo che la temperatura vari linearmente necllo spessore
della lastra. Quindi, se la lastra fosse appoggiata al contorno, anche la dilatazione
e varierebbe linearmente, e la lastra si deformerebbe senza che nascessero fen-
sioni. La differenza fra la massima dilatazione e quella a metd spessore sarebbe
at/2. Percid la superficie media diventerebbe sferica, di raggio ¢ tale che

0

L’incastro al contorno impedisce tale deformazione, cosfringendo la lastra

a rimanere piana. Per c¢ui nasce un momento d’incastro che si oftieno confron-
tando la (988) con la (a):

R .| da cul L.
—E'—'ﬂﬂr _ﬂ'

(a)

o _ al(l+9)B B->D

e —— e s — ™

8

Quindi la massima tensione risulta

m _ 6af(l+ v)B t I Formula di Stoney

{b] Omaz = m_ 33 2 1_*1,'

Questo risultato vale anche sc la lastra & rettangolare (n. 608 b).



Piastra circolare incastrata al bordo

Determinazione delle costanti mediante imposizione delle
condizioni cinematiche al bordo

Per r=0 ¢=0=¢c, =0
Per r=R ¢=0=c = qg +4—(2Inr—1)

Per r=R W:O:CS—L+ i
64D 167D




Piastra circolare incastrata al bordo soggetta a carico
distribuito

frecciaal centro

' p
L\C\L/M e - gt _3(-u)ar

) /l 64D 16 Eh°
?ch “ momento m, =%:(1+ V)R’ —(3+V)I’2]
Fig. 1321. momento m, = % :(1+ VR* —(1+ 3v)r2]
per r=0 mr=m€=&(1+|/)R2
16
per r=R mz_qR2 m =_UqR2




Piastra circolare soggetta a carico concentrato

%
_ 0 o | PR’

frecciaal centro f =

i : 167D

— P : momento m = (1+ v)InB— ]

__ & : T Am r
4,7'\ ) : 5

i R
momento m =—1|_0A+v)In——-vu
/‘ivp ¢ 477_( ) r ]
A
471

per r=0 m e m,divergono( - +o)

-P - UP
per r=R m =—— m,=——-
4n 4n




Piastra circolare appoggiata al bordo

Determinazione delle costanti mediante imposizione delle
condizioni cinematiche al bordo



Piastra circolare appoggiata al bordo soggetta a

carico distribuito

frecciaal centro = aR” (5 +0)
64D 1+vu

rotazioneal bordo a = aR
8D(1+v)

momento m =(3+|/)%(R2 —-r?)

momento m, =%[(3+ VR* - (1+ 3v)r2]

alcentro m =m, =(3+ v)% R’

albordko m =0 m, =(1—u)gR2



Piastra circolare appoggiata al bordo soggetta a

forza concentrata

frecciaal centro =

rotazioneal bordo a =

!

y

lj;—-u
3

8

momento m - (1+ v)InR]
an r

Py i =1 .
Yy
R
|

momento m9=£1 (1+ v)ln$+(1—u)}

alcentro m e m,divergono(- +o)
(1-0)P
4n

N

Fig. 1324, albordko m =0 m, =



Tensioni indotte dal carico concentrato

A- il carico concentrato e solo un caso
limite, perché in realta il carico agisce
su una zona di raggio r=a finito

Se a & molto piccolo, non vale la teoria
sviluppata in quanto cadono le ipotesi
di conservazione delle sezioni piane, le
curvature sono localmente molto

B- valutazione approssimata dove si
considera un momento m: logaritmico
a cui si sovrappone un termine
parabolico di intensita P/4Tt

e T i T SO
S\R ¥

Fig. 1333,
C- se a e molto piccolo, occorre
effettuare verifiche a schiacciamento e
punzonamento



Armature

A- ferri radiali e circonferenziali

|

b) L'armatura pud essere costituita (fig. 1325 a) da ferri radiali che resj-
giono 2 m, e da ferri circolari che resistono a m s distanti tra loro (sia gli unij
chie gli altri) 15 em in prossimitad del centro della lastra.

A m 1,25 dal centro la distanza dei primi pud diventare (1816/1362)15 = 20 em
e quella dei secondi (1816/1626)15=~ 17 cm. In prossimita del eontorno la d.i:
stanza puo aumentare ulteriormente.

I ferri radiali non si possono incroeiare mel centro, perohdé quelli superiord
risulterebbero troppo vicini all’asse neutro, e percio ineficaci. Quindi nella zona
centrale si dispongono due ordini di ferri normali tra loro.



Armature

B- 2 reti a passo variabile con 2 ordini di
ferri

=y

‘ o

o ™

. ::J ‘Riasee pit semplice un’arinatura costituita da due ordini di ferri
Inerociatl (fig. 1325 b), cio® disposti sccondo due direzioni qualsiansi normali
tra loro. I ferri possono essere di 14 mm come nella prima goluzione; o la
loro distanza pud essere di 15 cm per quelli poco lontani dal centre, poi
Mman mane ecreseente per quelli pin lontani.

(Se i considera, ad ¢s. wel centro, un prisma di lastra a forma di triangole
rettangolo isoscele, di catoti 1 pnormali alle direzioni z e y dei ferri e di ipote-
nusa 4/ 2 a 45° & facile riconoscere che le tensioni nei ferri provocate dai

momenti m, = m, ed m,=m, fanno equilibrio anche al momento 7,4/ 2 agente
gulla faccia a 459 Per euni la resistenza & assicurata anche per le sezioni

oblique ai ferri.)



Soluzioni classiche per la piastra di Kirchhoff

Piastra rettangolare appoggiata sotto carico sinusoidale
(LC Il pag 197)

|
I
—

— T
* |
'}"
b
e
Figura 9.28
w=10 *w/ax’ =0 per x=0 ¢ x=a

w=0 FFw/dyt =0 per y=0 e y=b



Soluzioni classiche per la piastra di Kirchhoff

Piastra rettangolare appoggiata sotto carico sinusoidale (LC Il pag
197)

p(Xx, y) =P, smn?sm m7y

L'equazione di Germain-Lagrange diventa
0*w 0*w a“w P . n/x_. mry
t2— Sin——sin——
0X ox°0y” ay D a b

Il problema ammette la soluzione

w(X,y) =W__ smn—sm my
a

dove
W :an 1




Soluzioni classiche per la piastra di Kirchhoff
Plastra rettango dare appogglata sotto carico sinusoidale

M

" (OO

1592 Pa

Asse disimmetria y= & Bordo y=a
%=MX My=Mx=O T;_:U
M yx = 0 Tr: 0 (i versi indicati si riferiscono alla faccia

di normale positiva)




Soluzioni classiche per la piastra di Kirchhoff

Reazioni vincolari

Reissner-
| Mindlin

Kirchhoff



Soluzioni classiche per la piastra di Kirchhoff

Il carico non e mai sinusoidale

Tuttavia si dimostra che e possibile esprimere un
qualunque carico sotto forma di serie doppia di Fourier
(trattazione di Navier)

p(X,y) = Z Z P sm—sianw

n=1 m=1
La soluzione dell’equazione di Germain-Lagrange diviene

1 & & P . N/X . mry
W(X,Y) = L SSn—sin—-—-
CV=Tip 2 2 o T, S SN
INEE
a b



Soluzioni classiche per la piastra di Kirchhoff

Lastra quadrata con carico uniforme

_16p,
77°nm

P

nm

nm=135,...

Fermandosi al primo termine si commette un errore del 2,5%
Con 3 termini l'errore e < 1%



Soluzioni classiche per la piastra di Kirchhoff

Lastra rettangolare con due lati opposti appoggiati

a

b/2

Y w=0
b/2 y 0X

Soluzione in serie semplice di Levy;

Si suppone che il carico trasversale possa essere scritto come
N

p(x,y) = Pn(y)s:n”f‘

n=1

Si assume la soluzione nella forma

w(x,y) =3 Y, ()sn ™%



Generalizzazione della teoria

delle piastre inflesse

1) Piastre anisotrope ed ortotrope

2) Limiti dell’ipotesi di piccoli spostamenti



Piastre anisotrope

Si parte dal modello cinematico descritto (basato sulle ipotesi
di indeformabilita della sezione trasversale, conservazione

delle sezioni piane)

Si considera ancora uno stato piano di tensione nel piano

della piastra

Si introducono equazioni costitutive di carattere generale
Jij =C, € hk

Si ottiene quindi una generalizzazione delle teorie viste

ijhk



)
Q.
O
S
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(Vp)
e
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Esempi di piastre ortotrope

(a) Stiffened plate



Piastre ortotrope

xy

2(1 + /Vavy)  2(1 + Jorvy)
Il legame costitutivo diventa

X
Oy = {'EI z 2 ”}15})"
1 TR U_r U}I

¥

l == UIU}l

D-I'F' — (E}' + u}:E_r]'s

T =Gy



Piastre ortotrope

Il legame generalizzato momento-curvatura diviene

D 0% w | 32w
N =—ul rVy —=
dx? Y 9y2

97w | 32w
My =75 ay2 " g
92w
my, = —2D; o 3"
E. 13 Eyh3




Piastre ortotrope

L'equazione di Sophie Germain —Lagrange

nell’ipotesi di piastre sottili diviene (Huber, 1929)

d*w AR % w X *w
*oxd dx2 dy2 Y gyt

= P ¥, ¥}

dove: B e la rigidezza torsionale effettiva

B = 3(vyDy + v Dy +4D,)



Altri esempi: piastre sandwich

Szilard, p531

ia) Laminated plate

(b) Sandwich plate

Figure 10.2.1 Laminated and sandwich plates.



s/ N\ / ¢

cJ T T T T T

LILTLTLE
N N

Figure 10.2.4 Steel sandwich plates with various core shapes.




LC Il vol p180

% / \\x\ o M.

Piastre sandwich

b
i i

e
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y
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vy ]
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Piastre laminate

(a) Laminated plate

Le deformazioni taglianti non sono trascurabili

First Order Shear Deformation Theory



Laminati non simmetrici

(a) Laminated plate

Deformazioni membranali e flessionali sono accoppiate
Stato di pressoflessione nello spessore

Es soffitti a cassettoni



Limiti delle ipotesi di piccoli spostamenti

Al diminuire dello spessore h della piastra, l'ipotesi di
piccoli spostamenti perde di validita, ed il modello di
Kirchhoff non tiene conto delle azioni membranali che
nella configurazione deformata concorrono ad
equilibrare i carichi

L'ipotesi di piccoli spostamenti risulta adeguata solo per
spostamenti piccoli rispetto allo spessore, requisito
molto piu restrittivo per le piastre rispetto alle travi data
I'esiguita degli spessori



Teoria di Von Karman

Piastra elastica in presenza di spostamenti moderatamente grandi

p dx dy

X
oN
N —-X dy)dx
T, dy l{ ' dy

a7,
J N (T S oy
-+ ¢de
pd (N, + a—Ni‘ dx )dy
(7 + E}_];f dy)dx
YTy

Figura 9.37



Teoria di Von Karman

Il problema dell’equilibrio della piastra elastica in presenza di
spostamenti moderatamente grandi e governato dalle segquenti
equazioni di equilibrio alla traslazione p i dy

' T, dy l(N"”Jrg%xmdx
aNX N aNXy -0 aNXy N aNy _ n A y{ Ny (7;+%§dndy
0X oy 0X oy -+, o
g N,

% (N_+—" dx)dy
‘9T

(T4 Fyx dy)dx

ed equilibrio alla rotazione

0°M 0°M ,  9°M 0w 0°w 0w
X +2 Xy +
ox° oxoy oy



Teoria di Von Karman

Introduciamo una funzione di sforzo P(x,y) da cui le azioni di

membrana si ottengono attraverso le relazioni

2 2 2
Nx:aqz) Ny:aqz) ny:_a(D
oy 0X oxoy

Sostituendo nell’equazione di equilibrio alla rotazione si ottiene

2 2 2 2 2 2 2 2 2
6MX+20 |V|Xy+0 M, __ 06D6W+20 P, 0°w _0°D 0°w

- in A
ox° oxoy oy’ P dy* 0x° oxoy oxdy 0x° oy’




Teoria di Von Karman

Se sostituiamo le equazioni costitutive

szD(Xx-l-UXy) My:D(Xy-I_UXx) Mxy:DTXxy
nell’equazione di equilibrio alla rotazione si ottiene
2 2 62q) 2 2 2
D*w=—p 6CD6W+2 w 0°W 0°® 0°w n A (a)

) dy> 0x°  Oxdy oxdy Ox> 9y’

Da accoppiare con l'equazione di equilibrio alla traslazione

(9°w 2_62w 02w
oxay ) ox> oy’

% = Eh in A (b)

NB: Le a) e b) sono accoppiate in regime di spostamenti non
trascurabili



