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11.1 ASPETTI GENERALI
11.1.1 INTRODUZIONE

Pur permettendo una formulazione matematicamente coerente e meccanicamente ben
fondata del problema strutturale, ’approccio continuo produce equazioni difficili da
risolvere nel caso generale. Anche nell’ambito di validita dell’ipotesi di piccoli sposta-
menti, soluzioni di problemi concreti sono disponibili solo per un certo numero di casi
particolari, per lo piu limitatamente al comportamento linearmente elastico del mate-
riale. Tali soluzioni sono indubbiamente importanti, ma non esaustive dei problemi di
interesse ingegneristico.

Le teorie strutturali, basate su modelli cinematici suggeriti dalla geometria di partico-
lari mezzi continui, consentono notevoli semplificazioni. Le dimensioni lineari della
sezione di una trave sono molto pit piccole dello sviluppo della sua linea media: cid
suggerisce che I’andamento delle deformazioni sulla sezione possa essere ragionevol-
mente rappresentato in funzione di pochi parametri significativi (le deformazioni gene-
ralizzate), riconducendo in tal modo la formulazione a un problema monodimensiona-
le. Analogamente, la piccolezza dello spessore di una piastra consente di ricondurre il
problema al dominio bidimensionale definito dalla sua superficie media. Anche cosi
semplificato il problema non ¢ perd sempre di facile soluzione. Ad esempio, quello della
piastra (e quello, sotto molti aspetti analogo, dei gusci) lo é solo per particolari geome-
trie e condizioni di vincolo.

Il metodo di Rayleigh-Ritz ha messo in evidenza come un modello cinematico possa
essere introdotto indipendentemente dalla particolare natura del mezzo. Invece che da
considerazioni a priori sul comportamento della struttura, esso & dettato da criteri di
convergenza. Il modello di spostamento non ha di per sé particolare significato, ma puod
essere arricchito con I’aggiunta di ulteriori termini, fino a consentire la rappresentazio-
ne del reale regime deformativo con la precisione voluta. Il metodo, prevalentemente
applicabile nel caso lineare, riconduce il problema differenziale a uno algebrico, decisa-
mente piu facile da risolvere.

Anche questo metodo ¢ perd soggetto a forti limitazioni operative. Un’adeguata
rappresentazione del comportamento richiede spesso un numero notevole di termini. Ci
si riconduce quindi a sistemi di grandi dimensioni, la cui soluzione puo essere ottenuta
solo numericamente. D’altra parte, fa scelta delle funzioni approssimanti dipende in
modo essenziale dalla geometria del problema e dalle condizioni al contorno; tali
funzioni devono essere definite caso per caso e cio rende la procedura difficilmente
automatizzabile. '
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Il metodo degli elementi finiti recepisce il caratterc astratto del modello di spos.tamen_
to del procedimento di Raylcigh-Ritz, riconducendolo perd a una .R?rmulazmne di
estrema versatilita, applicabile in un contesto molto gencerale. Si suddivide Iz} struFt.ura
in un certo numero di porzioni, dette appunto elementi finiti (Figura | 1.1)yesi S(abll.lsce
il modello di spostamento individualmente per ognuno di essi. §L| questa base viene
definito il comportamento di ogni singolo elemento e quello dcl'l’.mtcra §truttura v1ene'
poi ricostruito assemblando gli elementi di cui ¢ composta, che si immaginano Sonn.css¥
tra di loro e con il supporto esterno solo in determinati punti, detti nod{. E quindi
sufficiente determinare le proprieta di alcuni elementi fondamentali (in Flgur;% ‘ll.l,
rettangoli e triangoli) che si ripetono pilt volte nella struttura ¢ pOssono essere gtnhz.zmi
anche con riferimento a strutture diverse per forma e condizioni di vincolo ¢ di carico.
11 calcolo delie proprieta degli elementi ¢ il loro assemblaggio richiedono operazioni di
natura ripetitiva, affidabili quasi per intero a programmi di Falcolo. .

E questa, a grandi linee, I’idea alla base dcll'approcc‘io. agli sposta.mentl ('iel metodo
degli clementi finiti. Essa & suggerita da alcuni sistemi slruttu’ral.l, quali trava.ufre
reticolari o telai, che si presentano direttamente come assemblaggi di un numero finito
di costituenti. L'idea di sostituire I’assemblaggio fisico con una suddivisione astratta del
mezzo continuo sembra essere stata avanzata per la prima volta da Edward. SFudy nel
1903 [1] e successivamente riproposta da altri autori [2] in epoche.in.cui mezzi di cak?olq
automatico non erano ancora disponibili alla pratica ingegneristica. Essa ha qum(?1
suscitato limitato interesse a causa del notevole onere computazionale che la sua appli-
cazione comportava. o

In effetti, al metodo degli elementi finiti viene convenzionalmente fittrlbuna una data
di nascita precisa: il 1956, anno di pubblicazione di un lavoro di Turner, Clougl.x,
Martin e Topp [3]. L’importanza di questo lavoro non puod essere compresa se non in
relazione a un evento accaduto solo due anni prima, quando ¢ stato reso disponibile il
primo linguaggio simbolico, battezzato col nome di FORTRAN (FORrr_lulfi TRANsla-
tor language). Cio ha segnato una svolta nell’utilizzo pratico <;Ie| mezzi fil ca\‘lc.olo. S?
prima essi erano riservati a specialisti in grado di operare con gll strumenti logici dettatf
dalla macchina, Pavvento dei linguaggi simbolici ha consentito a un gran numero di
utenti di interloquire con il calcolatore attraverso un simbolismo matematllco sc?st.anj
zialmente standard. Gli strumenti di calcolo sono da allora divcnut‘i supportt quotu.ilam
di ogni attivita tecnica (¢ non solo tecnica) e, in questo contesto, il !avoro sopra cnatq
si & configurato come la prima proposta di un procedimento cffettivamente capace di
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finito

o Nodo

Figura 11.1

Il metodo degli elementi finiti: approccio agli spostamenti 279

fornire la soluzione di un gran numero di problemi prima insolubili. Da allora, il
metodo ha conosciuto uno sviluppo estremamente rapido e una popolarita esponenzial-
mente crescente. Esso ¢ oggi considerato un importante settore della meccanica delle
strutture, cui sono dedicati molti testi specifici [4-8].

Il metodo degli elementi finiti e il suo straordinario successo sono quindi legati alla
disponibilita di potenti mezzi di calcolo. Piu che su di un rinnovamento dei fondamenti
meccanici del problema strutturale, esso si basa su di una loro riorganizzazione che li
adatta alle esigenze dell’automatizzazione del processo risolutivo. Ne ¢ risultato un
procedimento estremamente potente e versatile, che in linea di principio consente la

soluzione di qualunque problema, non solo strutturale, affidando quasi per intero alla
macchina ’onere di calcolo.

11.1.2  ANALISI MATRICIALE DI STRUTTURE RETICOLARI

Le successive fasi del procedimento vengono introdotte con riferimento a travature
reticolari caricate solamente da forze applicate ai nodi (come esempio, si considera lo
schema illustrato in Figura 11.2). Queste strutture si presentano spontaneamente come
discrete: la loro configurazione ¢ infatti governata da un numero finito di parametri,
precisamente gli spostamenti dei nodi liberi (nell’esempio, le due componenti U, e U,
del nodo @ e quella verticale U, del nodo @ Tali quantita rappresentano gli sposta-
menti generalizzati della struttura, cui corrispondono, come forze generalizzate, le
componenti P; dei carichi applicati.

La struttura ¢ anche naturalmente suddivisa in elementi finiti, le aste di cui & costitui-
ta. Ognuna di esse ¢ soggetta unicamente a azione assiale costante e il suo comporta-
mento pud essere descritto in termini di questa azione assiale e della variazione di
lunghezza. Per la generica asta i si possono quindi introdurre le seguenti definizioni di
deformazione e sforzo generalizzati (Figura 11.3)

t;
q,-:li/—f,=fedx
0

Q,=N,=fadA (11.1a, b)
A,

Figura 11.2
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Figura 11.3

Si assume che valori positivi corrispondano a allungamenti e trazioni. Nella (1 l.llb), /‘1,-
indica I’area della sezione trasversale. Attribuendo individualmente alle b.arre 'flrbntrar{e
variazioni di lunghezza g; risultera in generale impossibile connetterle ai noc'il € soddi-
sfare le condizioni di vincolo. Peraltro, una volta assegnate le componenti libere U,
degli spostamenti dei nodi, gli allungamenti d_elle aste conseguono. La cc?ngn.xenz;
impone quindi un legarne, nell’ipotesi di piccoli spostamenti lineare, che puo scriversi

M
@i=2CiUp (i=1,...,N) q=CU (11.2a, b)
i

dove si ¢ indicato con N il numero di aste e con M quello delle componen.ti‘ libere di
spostamento nodale (nell’esempio di Figura 11.2, ¢ N = 4e M = 3). Le quantita C;;sono
costanti. Nello scrivere la (11.2b) si ¢ posto

q=1lq ... g U=(U ... U (11.3a, b)

1l principio dei lavori virtuali permette di associare alla (11.2) la corrispondente equa-
zione di equilibrio. Ponendo, in analogia con le (11.3)

P={P, .. Py Q=1{Q ... Ol (11.4a, b)
¢ imponendo la condizione
psU-QsG v 50, 5G=Csl (11.5)
si ottiene
N
P=2,C0 G=1,..,M) P-cCQ (11.6a, b)
i=1

Considerazioni geometriche permettono di definire la matrice C per ogni particolare

travatura reticolare. Si consideri (Figura 11.3) la generica barra, i cui estremi A € B

hanno coordinate (X 4, Y ) e (Xp, Y4). Siindichino con (u,, t'a) e (u,,,'vf,).le com;‘)onent{
nelle due direzioni dello spostamento degli estremi. Le lunghezze iniziale e finale si
esprimono allora
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0= N (X=X )+ (Yy- V) (al)
0 = VI + ug) = (Xa + Wl + (Va4 vp)~ (V4 + 000 (a2)

Tral’angolo ¥ che I’asta presenta inizialmente rispetto all’asse x e le coordinate dei nodi
sussistono le relazioni

1 |
cosd = 3 (Xp—X,) sind = v (Yp—=Y.) (b)

La (a2) pertanto puo scriversi

2 1
0=t \/1 + 7 [(ug—u4) cosd + (g —v,4) sind) + N [y —uq)? + (vp—v4)7)

Lo sviluppo in serie di Taylor di questa espressione troncato, coerentemente con I’ipo-
tesi di piccoli spostamenti, ai termini lineari, fornisce

€ =€+ (ug—u,) cos?d + (vg—v,) sind

Risulta quindi
qi = (ug—uy4); cosd; + (vg—1,); sind, (L7

In ogni barra, le componenti di spostamento agli estremi o coincidono con una delle
componenti di spostamento generalizzato o sono impedite dai vincoli. Sostituendo nella
(11.7) i rispettivi U, per le prime e eliminando le seconde, si definisce la i-sima riga della
matrice C.

Con riferimento al particolare esempio di Figura 11.2, si ha, per ognuna delle quattro
aste

V2 V2
®: 9= "Z‘ (C050=7‘ , sind = “‘*'2 )2 Up=0,v4=Us, up=U,, vg= U,

@:9= _;, (cosd =0, sind = —1); Uup=0,v,=U;, up =0, v3=0

(0)
®: 9 =0(cosd =1, sind = 0); Ua=0,v, =0, up=U,, vy=U,
V3 1
@: 9 =" (cosﬂ =-——  sing = —); Usg=0,v,4=0, up= Uy, vy = U,
6 2 2
Risulta pertanto
V2 -2 V2
1 0 0 2
C=— 1.8
2 2 0 0 ( )

V3 1 0
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Figura 11.4

E ora facile comprendere il significato delle equazioni di congruenza (11.2) e di equili-
brio (11.6). La j-sima colonna di C contiene gli allungamenti nelle aste che conseguono,
nell’ipotesi di piccoli spostamenti, alla sola U, =1 (in Figura 11.4q ¢ illustrata la
deformata che si ottiene in questo modo per j = 2). Per esteso, le (11.2) si scrivono

1
sz-\/ZZ(Uu—Uz+U3), @ =U, a=U, 04:7(\/§UI+U2) (@n

Le equazioni di equilibrio (11.6) sono invece

V2

P.=i2Z Q.+Q3+;2F3— Qs Pz=——\/-i— Q|+%Q4, Py=-2— Q1+ Oy (d)

2

Esse impongono I’equilibrio dei nodi liberi soggetti alle forze applicate e alle azioni
trasmesse dalle barre che vi confluiscono (Figura 11.4b).

Alle (11.2) e (11.6) occorre associare un legame tra sforzi e deformazioni generalizza-
ti. Per il significato che queste quantita hanno in strutture reticolari, esso ¢ immediate-
mente deducibile dalla curva uniassiale del materiale. In particolare, nel caso elastico
lineare ci si riconduce alla relazione di proporzionalita

0, =K. q: K,:(%i) G=1,..,N) (11.9a, b)

Essa puo essere scritta compattamente come segue

Q=Dq (11.10)

dove
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K. 0 ...0
D={0 K,...0 |=diag(K) (1111
0 0 ...Kn

¢ la matrice delle rigidezze elastiche delle barre, ovviamente simmetrica e definita
positiva. Introducendo la (11.10) nella (11.6b) e quindi eliminando g mediante la
(11.2b) si ottiene, successivamente

P=C'Q=CDq=[C'DCIU (e)
Si ponga
K=C'DC (11.12)
Il problema si riconduce allora a! sistema di M equazioni lineari
Ku=p (11.13)

La matrice K definita dalla (11.12) ¢ nota come matrice di rigidezza elastica della
struttura. Essa € simmetrica e, se i vincoli non consentono atti di moto rigido, definita
positiva. E infatti possibile constatare che in una struttura reticolare isostatica o ipersta-
tica ¢ N> M e la matrice C ha rango pieno (in una struttura isostatica, C & quadrata
e non-singolare; un rango minore di M indica labilitd). Il prodotto a secondo membro
della (11.12) risulta allora in una matrice M x M definita positiva, dal momento che D
gode di questa proprieta.

Il sistema (11.13) puo essere risolto per gli spostamenti e da questi si risale a deforma-
zioni e sforzi generalizzati. Simbolicamente, la soluzione si esprime

u=K'p qg=CK'P Q=DCK'P (11.14a-c)

Per ’esempio di Figura 11.2, tenendo conto della (11.8) si ottiene dalla (11.12)

1 3 1 V3 1
E*K|+K3+TK4 —?K|+TK4 -2—K|
1 V3 1 1 1
K= - K, L K, 5 K, + K, - K, )
1 1 ]
2 "2k 2 vk

Si supponga che tutte le aste abbiano la stessa sezione trasversale e siano costituite dallo
stesso materiale. Le loro rigidezze assiali (11.9b) sono allora K, = EA/(,, dove i valori
di A4 sono comuni a tutte le barre e, come si evince dalla Figura 11.2, risulta

£, =V2L =1L tGo=L . f,=2L/3

La (/) diviene allora
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2.003 .021 .354
K= EZI .021 570 —.354
354 —.354  1.354

La condizione di carico sia costituita da un’unica forza verticale F"applicata al nodo @
¢ diretta verso il basso. Precisamente

.
P=F{ -1
0

(Pr=P:=0,P=-F)

Risolvendo il sistema (11.13), si ottengono per gli spostamenti dei nodi e le azioni assiali
nelle aste i valori seguenti

831
126
-.5
U:K"P=’£L— 21230 @=DCK'P=F-
588 ~ 825

I segni delle componenti di Q indicano che le aste (D e @ risultano tese, le @ e @
compresse.

Quanto sopra esemplifica ’approccio agli spostamenti del metodo degli elementi finiti
nella sua applicazione pit semplice, in realtd troppo semplice per metterne in evidenza
tutti gli aspetti. Il procedimento viene ora ripercorso in un ottica pii ampia, che pud
apparire inutilmente involuta nel caso specifico ma é suscettibile di estensione a un
contesto del tutto generale.

La formulazione sottintende un’ipotesi cinematica. Si ¢ implicitamente assunto che
lo spostamento s in direzione assiale vari linearmente lungo la barra. Detta allora x
un’ascissa che percorre I’asse dell’asta e ry, rg i valori di s agli estremi (Figura 11.5), il
modello di spostamento si esprime

vereg)enf) (0= (2o

(11.15a)

Figura 11.5
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Indicando con ¢ la componente diretta di deformazione in direzione x, nel caso in esame
la sola significativa, dalla (11.15a) e dal legame deformazioni-spostamenti si ottiene

(11.158)

_ds _ 1 _ ral _
e = = =) = 11 11{,3}—Bu,,

Il vettore u, definisce gli spostamenti nodali dell’elemento nel suo riferimento locale.
Ad esso € associato un vettore p, di natura statica, definito dalla condizione di equiva-
lenza in termini di lavori virtuali

faBEdep'L&ﬁL v &l,, 6 = B8, (11.16)
|4

dove V ¢ il volume della barra. E quindi

p. = fB'adV
v

Le componenti di p; sono due forze applicate agli estremi della barra e allineate con la
sua linea media. Con i simboli di Figura 1.5, si scrive

(11.17)

u,={ra rel p. ={R4 Ry} (11.18a, b)
Le (11.18) non definiscono deformazioni e sforzi generalizzati. Gli spostamenti nodali
(11.18a) contengono infatti anche la traslazione rigida rgz = rg, cui non corrisponde
deformazione alcuna; in assenza di carichi sull’elemento, I’equilibrio richiede
R, = — Rp, evidenziando come le componenti di p; non siano tra loro indipendenti. Il
legame tra le variabili nodali (11.18) e quelle generalizzate (11.1) si esprime, come &
facile constatare

g=[(-1 1Ju,=¢Bu; pLz[ ll]szB’Q (11.194, b)
Il modello cinematico (11.15) consente quindi di definire gli sforzi e le deformazioni
generalizzati che a esso conseguono. Non € perd necessario introdurre tali quantita in
modo esplicito; il comportamento dell’elemento puo essere rappresentato direttamente
in termini di variabili nodali.

La continuita della struttura viene ricostruita connettendo le aste tra di loro e con il
supporto esterno. Tale operazione (assemblaggio) deve poter essere affidata interamen-
te al programma di calcolo, che diviene cosi in grado di gestire autonomamente una
qualsiasi travatura reticolare. A tal fine, occorre che le variabili nodali delle singole aste
siano rappresentate tutte nel medesimo riferimento, detto globale. Spostamenti ¢ forze
nodali hanno allora quattro componenti, raccolte nei vettori

U={uy vy ug vgl' p=[H, V4 Hg Vgl (11.20a, b)
dove (u, v) e (H, V) sono le componenti secondo le due direzioni (X, Y) degli sposta-
menti e delle forze agli estremi (Figura 11.5; si noti che la (11.7) esprime I’allungamento
della barra in funzione di u). Considerazioni geometriche permettono di esplicitare
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il legame tra le variabili nodali nel riferimento locale (indice L) e globale (senza indice).

Si ottiene
u, H, cosd 0
ral _[cos® sing 0 0 | ), Va l_ |sing 0 {R,,} @l 2)
gy 10 0 cosd sind} ) uy Hy 0 cosf |(Ry >0
Vp Vi 0 sing
u, =Tu p=Tp, (11.21a, b)

Tali relazioni possono essere stabilite per ogni asta /.

L’assemblaggio adesso consiste semplicemente nell’identificare gli spostamenti noda-
li delle barre con quelli dell’intera struttura, raccolti nel vettore U, assegnando valore
nullo alle componenti impedite dai vincoli. Simbolicamente, si scrive

u=LU (i=1,..,N) (11.22)

Le L; sono matrici di quattro righe (come gli spostamenti nodali della barra) e M
colonne (quante le componenti di spostamento generalizzato). In ogni riga esse presen-
tano al pit un elemento non nullo, di valore unitario. Con riferimento all’esempio di
Figura 11.2, dalle (¢) si evince

00 0 00 0] 00 0 00 0

00 I 00 1 00 0 oo o w
L=y 00 L=l 0 0 L=11 00 Li=17 0 o

01 0 00 0 01 0 01 0

Sostituendo nel modello di spostamento (11.15¢) la (11.21a) e la (11.22), si ottiene
successivamente

sikx) =N, = N)Tu; = N(x)T,L,U (i=1,...,N) (11.23)

In modo analogo si pud procedere con riferimento alle deformazioni (11.156). Risulta

&(x) = B(x)u,, = B(x)Tu, = B(x)T,.L,U G=1, ..., N) (11.240)

(nel caso in esame, B ¢ costante; la dipendenza da x € stata introdotta solo per conferire
alla relazione maggior generalitd).

La (11.24q) esprime le deformazioni locali in funzione degli spostamenti generalizza-

ti. La corrispondente condizione di equilibrio discende, al solito, dall’imposizione del

principio dei lavori virtuali. Il lavoro esterno & semplicemente il prodotto scalare delle

forze P applicate ai nodi liberi per le variazioni di spostamento gencralizzato. Egua-
gliando al lavoro interno, si otticne

N N ~ ~
PsU = 2, fa,-az,dvz 2 fo,BdV- T.LsU v U @)
i=t v, i1 v,

E quindi
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N
P:ZL;r;f
i

N N
BadV=2,LIT'p,= 2 Lip (11.24b)
v, =1 il
dove le due ultime eguaglianze conseguono dalle (11.17) e (11.215) (ancora, B ¢ stata
mantenuta sotto il segno di integrale perché in generale, anche se non nel caso specifico,
¢ funzione del punto).
Le (11.24) governano la cinematica e la statica dello schema discreto e a esse vanno

aggiunte le relazioni costitutive. Nel caso uniassiale, il legame clastico del materiale si
scrive

o=FEe (11.25)

Sostituendo la (11.15b) per ¢ e introducendo nella (11.17), si ottiene

pr =k u, k, = fB'EBdV (11.26a, b)
v

A calcoli svolti, la matrice (11.26b) risulta
EA 1 -1 .
k.= T [_ 1 l] )

Essa ¢ nota come matrice di rigidezza elastica della barra. Si pud osservare che é
singolare: a un vettore u, con entrambe le componenti di egual valore corrispondono
infatti forze nodali nulle. Questo vettore configura a una traslazione rigida e la singo-
larita detla matrice riflette I’evidente circostanza che a tale spostamento non & associato
attraverso il legame elastico sforzo alcuno; saranno quindi nulle anche le p; che a esso
conseguono attraverso la (11.17).

Le (11.26) esprimono le proprieta elastiche della barra nel suo riferimento locale. La
relazione puo essere riportata nel riferimento globale utilizzando le (11.21). Risulta

p=ku k=TkT (11.27a, b)

Ricordando le (g) e (j), la (11.27b) si scrive

cos?y cosd sind —cos?y —cosd sind
k= EA | cosdsind sin’® —cosd sind  —sin?d
) [ —cos?d ~cosd sind cos?d cosd sind J
~cosd sind —sin*y cosd sind sin?y (k)

Anche questa matrice ¢ ovviamente singolare. I vettori u che essa associa a p=0
rappresentano moti rigidi dell’asta nel piano.

La(11.27) pud essere scritta per tutte le astei = 1 ,..., N di cui la struttura é costituita.
Le singolarita associate alla presenza di moti rigidi, consentiti in aste isolate, vengono
eliminate in sede di assemblaggio, quando viene ricostruita la continuita della struttura
e si impongono i vincoli. Sostituendo nella (11.27a) scritta per 1’i-sima asta I’espressione
(11.22) degli spostamenti nodali e introducendo il risultato nell’ultima eguaglianza
(11.24b), si ottiene
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N
P=KU K= 2, LkL, (11.28a, b)
il
Se i vincoli escludono atti di moto rigido, la matrice di rigidezza K risulta non singolare
e il sistema (11.28a), in cui si ritrova la (11.13), puo essere risolto per U. Si lascia come
esercizio verificare che per 'esempio di Figura 11.21a (11.28b) riconduce all’espressione

(f) di K.

La procedura indicata permette al programma di calcolo di generare il sistema risolvente a
partire da poche e semplici informazioni. La costruzione della matrice di rigidezza (k) dell’asta
isolata richiede solo la conoscenza, oltre che del valore di £A4, delle coordinate dei duc estremi,
da cui si risale a £ e 9 attraverso le (al) e (b). 1."assemblaggio si riconduce al calcolo della
rigidezza globale mediante la (11.28b); & facile constatare che questa relazione si limita a
collocare nell’opportuna posizione di K le componenti delle matrici k delle barre, eliminando
quelle associate a vincoli ¢ sommando i contributi delle aste che confluiscono nello stesso
nodo. E evidente come tale operazione non richieda il prodotto matriciale e, in effetti, le
matrici L; non sono mai introdotte per esteso; occorre solo associare gli estremi di ogni asta
ai nodi della struttura, indicando quali componenti di spostamento siano impedite dai vincoli.
A questi dati vanno ovviamente aggiunti i valori dei carichi applicati ai nodi liberi.

Tutte le informazioni necessaric per generare il sistema risolvente per I’esempio di Figura
11.2 sono riportati in Tabella 11.1 Aste e nodi sono numerati come in figura, dove & anche
riportato il riferimento globale. Le aste sono in acciaio e hanno tutte la stessa sezione circo-
lare, con diametro pari a | cm; Si ¢ assunto £ = 1 m ed ¢ stato considerato un carico verticale
applicato al nodo 1 e diretto verso il basso, di intensita pari a 8000 N.

Le informazioni sono organizzate in due blocchi: il primo riporta, per ogni asta, i nodi che
essa congiunge, I’area A della sua sezione trasversale e il modulo elastico del materiale di cui
& costituita. Nel secondo sono indicate le coordinate (X, Y) di ogni nodo, i valori dei carichi
esterni a esso applicati e se le sue componenti di spostamento sono o meno impedite dai
vincoli. Su questa base, il programma ¢ in grado di produrre il sistema risolvente.

11.1.3 LE SUCCESSIVE FASI DELL’APPROCCIO AGLI SPOSTAMENTI

Il procedimento esemplificato con riferimento a travature reticolari piane caricate
solamente sui nodi si applica, con ovvie modifiche e alcune generalizzazioni, in un
contesto del tutto generale. Esso si articola nella seguente sequenza logica di operazioni.

1) Definizione dello schema discreto. In generale, una struttura non si presenta
naturalmente come assemblaggio di costituenti elementari. Occorre quindi operare una
suddivisione in elementi finiti, tra loro connessi in alcuni punti, o nodi. Questa suddi-
visione, di cui un esempio é illustrato in Figura 11.1, definisce lo schema oggetto del
calcolo. Ad essa é associata la definizione di un modello di spostamento per ogni
elemento. Gli spostamenti locali vengono approssimati da combinazionti lincari di fun-

Tabella 11.1

Asta Nodi Area E Nodo Coordinate Carichi Vincolato?
A B (mm?)  (MPa) {(mm) (kN)

X Y - t - t

1 4 1 78.54 206000 1 1000 0 0 -8 NO NO

2 4 3 " - 2 0 -57735 0O 0 Si si

3 3 1 - L 3 0 0 0 0 Si Si

4 2 1 - e 4 0 1000 0 0 Si NO
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zioni assegnate, di regola polinomi. Le due operazioni non sono tra loro indipendenti:
¢ infatti evidente come una suddivisione rada suggerisca un modello piu ricco che non
una suddivisione fitta.

E questa la fase cruciale del procedimento. Una volta suddivisa ta struttura in clemen-
ti finiti ¢ stabilito il modello di spostamcnto al loro interno, sono completamente
determinate le caratteristiche di comportamento dello schema discreto con cui si ap-
prossima il problema originario. Le fasi successive riguardano essenzialmente la costru-
zione delle equazioni e la tecnica risolutiva e intervengono solo marginalmente sulla
qualita della soluzione.

2) Definizione delle proprietd dell’elemento. 11 modello viene espresso in funzione
dei valori assunti dagli spostamenti locali nei nodi. A tali valori (spostamenti nodali u)
corrispondono, tramite un’equivalenza in termini di lavori virtuali, le forze nodali p.

H comportamento dell’elemento isolato ¢ descritto da un legame tra queste quantita,
cui si risale dalla legge costitutiva del materiale. Nel caso elastico lineare questo si
esprime attraverso una relazione simile alla (11.274), da cui puo differire soltanto per
la presenza di un termine noto rappresentativo di carichi eventualmente agenti sull’ele-
mento.

In questa fase & spesso conveniente operare in riferimenti locali, dettati dalla partico-
lare geometria dei singoli elementi. Le proprieta dell’elemento vengono poi trasferite
nel riferimento globale mediante le opportune leggi di trasformazione, di cuile (11.21)
costituiscono un esempio.

3) Assemblaggio. L’operazione ricostruisce la continuita della struttura. I vari ele-
menti vengono tra loro collegati imponendo che gli spostamenti dei nodi che hanno in
comune assumano lo stesso valore. Dal momento che questi sono ora tutti rappresentati
nello stesso riferimento, risultano direttamente sovrapponibili e I’assemblaggio si ricon-
duce ad una procedura di identificazione, che viene effettuata automaticamente a
partire da poche e semplici informazioni, del tipo di quelle esemplificate in Tabella
11.1. L’assemblaggio comprende I’eliminazione degli spostamenti impediti dai vincoli
esterni (o I’imposizione di cedimenti vincolari, se diversi da zero).

4) Calcolo della soluzione. Ad assemblaggio effettuato, le equazioni risolventi si
presentano, nel caso elastico lineare, nella forma (11.28), dove la matrice K é simme-
trica e, una volta eliminati eventuali moti rigidi residui non impediti dai vincoli, definita
positiva. La soluzione numerica non presenta difficolta particolari se non per il numero
di incognite, spesso elevato. Accorgimenti specifici, che sfruttano proprieta del tutto
generali della matrice di rigidezza, consentono peraltro di risolvere efficientemente
sistemi di dimensioni anche molto grandi.

La soluzione va in genere completata fino alle definizione dello stato di sforzo. Come
in tutte le formulazioni basate su modelli cinematici, I’informazione sul regime tensio-
nale é prodotta in termini di sforzi generalizzati. In strutture reticolari questi si identi-
ficano con le azioni assiali nelle aste, ma in generale sono definiti in modo puramente
formale e si rivelano di difficile interpretazione diretta. La loro conoscenza é quindi
poco utile ai fini della ricostruzione di un quadro tensionale ingegneristicamente signi-
ficativo ¢ di regola non vengono neppure definiti.

Si preferisce calcolare direttamente gli sforzi locali imponendo il legame costitutivo
del materiale con riferimento alle deformazioni (11.244), note in ogni punto della
struttura una volta valutati gli spostamenti nodali. Concettualmente il procedimento ¢
spontaneo; va perd tenuto presente che gli sforzi sono proporzionali a derivate di
spostamenti e sono quindi affetti dal deterioramento di precisione che la derivazione
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comporta. Si riscontrano spesso errori anche notevoli sugli andamenti locali, che rendo-
no necessari interventi correttivi. Questi vengono comunque cffettuati a valle della
soluzione dello schema discreto, elaborando in modo opportuno le informazioni diret-
tamente prodotte dal metodo.

11.2 ’APPROCCIO AGLI SPOSTAMENTI
11.2.1 IL MODELLO CINEMATICO

Si consideri un elemento finito isolato dal contesto strutturale cui appartiene. Al suo
interno, gli spostamenti locali vengono approssimati mediante polinomi di grado op-
portuno. Per la generica componente di spostamento s; si scrive quindi, rispettivamente
per domini mono-, bi- e tridimensionali

S(X) = a) + @x + ayxt+a + ... (11.29q)
Si(X, )= a1 + arx + a3y + ayx* + asxy + agy’ + ... (11.295)
sy, D =ai+arx+ayy + a7+ ... (11.29¢)

Il modello di spostamento risultera tanto pii ricco quanto pit elevato ¢ il grado del
polinomio approssimante. In forma compatta, le (11.29) si esprimono

s(x)=N_(x) a (11.30q)
dove s(x) raccoglie le componenti di spostamento locale, la matrice N _(x) i monomi
approssimanti e il vettore a i coefficienti moltiplicativi.

Il legame deformazioni-spostamenti ¢ = 3(s), dove 3( ) indica Poperatore di con-
gruenza per il problema in considerazione, permette di risalire dalla (11.30a) all’anda-
mento delle deformazioni sull’elemento. Simbolicamente, si scrive

e(x)=B,(x)a (11.30b)
I metodo richiede che i coefficienti a; dei polinomi approssimanti siano sostituiti dagli
spostamenti nodali u, vale a dire dai valori che gli spostamenti locali assumono in

corrispondenza degli r nodi dell’elemento. Indicando con X, le coordinate del nodo J,
dalla (11.30aq) si ottiene

u;=s(x)=N_(x)a G=1,...n (a)

-l

permettono di scrivere compattamente la (@) come segue

Le posizioni

r= [N*:(x,)] ®1,2)

u=Ta (11.31a)
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Sela(11.31a) ¢ invertibile, & possibile esprimere i coefficienti del polinomio in funzione
degli spostamenti nodali scrivendo

a=I"u (11.31b)
Introducendo nelle (30) si ottiene
s(x) = N(xX)u £(x) = B(x)u (11.32q, b)
dove si é posto
N(x) =N 0or-! B(x)=B,(x)T""' (11.33a, b)

Le componenti della matrice N(x) sono le funzioni di forma dell’elemento finito.
Perché esse possano essere definite attraverso il procedimento indicato occorre poter
invertire la (11.31a); un’ovvia condizione ¢ che il numero di termini dei polinomi
approssimanti eguagli quello degli spostamenti nodali dell’elemento. La matrice I” &
allora quadrata e, con ’eccezione di casi patologici legati a un cattivo posizionamento
dei nodi, risulta non-singolare.

ESEMPIO 11.1: barra di struttura reticolare. Questo elemento monodimensionale,
noto anche come "elemento biella”, ¢ definito sull'intervallo 0 < x < ¢ (Figura 11.6). Dal
punto di vista cinematico, il suo comportamento & governato dallo spostamento s, dei
punti della linea media in direzione x e dalla corrispondente deformazione diretta Ex .
Si ha quindi, net caso in esame

ds,
dx
L'elemento & connesso al contesto strutturale agli estremi. Occorrono quindi almeno

due componenti di spostamento nodale, il che richiede che il polinomio approssiman-
te sia almeno lineare. Verranno esaminati i due casi pii semplici.

S(x) = Sx(x)

£(X) = &xfx) = (c1,2)

o

l
xam
%
\

Figura 11.6
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1a) Modello lineare. Si approssimi lo spostamento (c1) con un polinomio di primo
grado

Six) = a1 + 62){ = [1 x] {a'} £x(X) = ; a = [0 ;”a'} (a1, 2)

[4 [4 az a
E quindi
X 1
N (x) = [I ¢ ] B,(x) = [0 T]
Gli spostamenti nodali sono i valori agli estremi e si esprimono
ur = u(0) = a, uz=ul) =as+ a;
Risolvendo per i coefficienti a si ottiene
a) = u ay= —us+ Uy
Le matrici nelle trasformazioni (11.31) sono allora
i1 o ~1_| 10
SE IR
e le (11.33) risultano
9
N(x) = [(1 -%) (%)] BX) =~ (-1 1] (11.34a, b)

Le funzioni di forma e le componenti di B sono illustrate in Figura 11.6a. E facile
riconoscere nelle (11.34) il modelio implicitamente assunto per I'analisi matriciale di
strutture reticolari caricate solamente ai nodi.

1b) Modello quadratico. Assumendo un polinomio approssimante di secondo gra-
do, si scrive, in luogo delle (d)

X x2
Si(x)=ar+a— +az—

1 X
7 2 ex (X) = 3 (az + 2a3 —) (el, 2)

¢

ed é quindi

x x? 1 x
N*(X) = |1 ? }7] B‘(X) = "é’ {0 1 2 (’}

Occorre ora un’ulteriore componente di spostamento nodale, spontaneamente collo-
cata al centro della barra. Con la numerazione in Figura 11.6b, ¢ allora

4 1 1
uy = u(0) = a, uzzu(—§->:a‘+--2»ag+»4-ag Uz =uff)=a +a+ as

da cui si ottiene
a = Wy a= —-3uy + 4u; — 3 a3 = 2u1—-4u; + 2u3

Le matrici che governano queste trasformazioni si scrivono, per esteso

Il metodo degli elementi finiti: approccio agli spostamenti 293

1 0 0 1 0
'={1 5 .25 M=|-3 4 -1
1 1 1 2 -4
e le (33) risultano
P x? x x? X x?
N(x)_[(1~37+2—e—2) 4(7——2—> (‘—e—+2vg2—>] (11.35a)
1 X X X
B(x)_7{(—3+47> 4(1—27) (—1+47)] (11.35b)

Le loro componenti sono illustrate in Figura 11.6b. E questo un esempio di elemento
che presenta un nodo interno, non connesso a altri elementi.

ESEMPIO 11.2: elementi piani |l probtema piano, sia esso tale negli sforzi o nelie
deformazioni, prevede due componenti di spostamento e tre di deformazione. Precisa-

mente
(X, ¥) alax 07
s(x) = {g*g y;} o) = { e/x, y)} =| o ooy {S] (11, 2)
Xy TxydX, ¥) aldy alax Sy

Si esaminano in questo ambito i due elementi piu semplici.

2a) Triangolo a tre nodi Si consideri il dominio triangolare di Figura 11.7a e si voglia
esprimere il modello in funzione delle due componenti di spostamento a ognuno dei tre
vertici. | polinomi approssimanti dovranno allora presentare sei termini ed & spontaneo
assumere

X
Sx(x, y} = a1 + az Tt 83% Sy, y) = by + by % + b % (9)

dove ¢ indica la distanza tra i nodi <1> e (2\ (Figura 11.7a). Dalle (g) consegue, attraver-
so il legame deformazioni-spostamenti (f2)

a) b)

Figura 11.7
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1 1 1
=y a &=y bs Yxy = k'(33+ b>) (h
E allora
01000 0
|t xx& yle 0 0 O _ 1 1
N=1o 0 o 1 xie y/e] B0 = 0[8 8 9 8 9 0

Risulta inoltre, per i valori nodali

Uy = 540, 0) = a,
Uz = S, 0)=as + a2
Us = SN, uf) = a; + Naz + pas

Uz = 54(0, 0) = by
Ug =8y, 0) = by + by
Ug = sy()\(’, /,Lf) = by + Aby + /lb:;

Risolvendo per i coetficienti si ottiene

A-1 A 1

a1 = Ut arx= —Uy+ U3 a3 = - Uy—-- Uz + -~ Us
" ’ I
A1 1N 1

b1 =u; by = —uUz + Ua by=——uUs— " Us+ - Usg
u "

Sostituendo nelle (g) e (h), si perviene a esprimere il modello nella forma (11.32); le
matrici (11.33) risultano, rispettivamente

_ Ny 0 N2 0 N3 O
N(x) = [O Ni O Np O NJ (11.36a)
x A=11y X My 1y
= 1-" ¢y —— 2L Ny=—-—— N3y = — = 11.36b
Ny=1 ¢ + u ¢ 2 7 .t 3 P ( )
e
1 - 0 u 0 0 0]
B(x) = — 0 x-1t 0 -x 01 (11.37)
ut A-1 —u -2 u 10

La Figura 11.7billustra 'andamento della funzione di forma Na(x, y), che assume valore
unitario nel nodo - 2 e si annulla nei due rimanenti. A spostamenti lineari corrispondo-
no ovviamente deformazioni costanti.

2b) Rettangolo a quattro nodi. Si consideri ora I'elemento finito in Figura 11.8a. Le
componenti di spostamento nodale sono adesso otto e il modello (g) deve essere
arricchito di due termini. Per preservare la simmetria nelle due direzioni, si aggiunge
un termine bilineare a ogni componente di spostamento locale. Si ha allora

x y xy
=ay+a - +ay,-+as-;
Sx= a1+ & ¢ *h “eh

‘ X y xy )
Sy =bi+ b "{ + b; h + by ?Fl? ()

e quindi

1 y 1 b 1 X 1 y :
Ex:7(32+734> ey’—‘7<b3+7b4) 7~y=’h’(33+734)+7 b2+704 {
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y
A A
<>“U8 u7 “ @
s > U
u
A% Ay,
- - - X

a) b)
Figura 11.8

Gli spostamenti ai nodi sono adesso

u, = S,(O, 0) = ai

U3=50, 0 =as + a;

Us =S, h)=a,+ a2+ az+ as
U7z = S0, hY = a1 + a3

uz = 8,(0, 0) = by

Us = Sy(f, 0) = by + b2

Us:Sy(f, h)=b1 +b2+b3+b4
ug = $,(0, h) = by + b;

Risolvendo per i coefficienti dei polinomi approssimanti e sostituendo nel modello si
perviene alle (11.32). Le matrici (11.33) risultano

Nm:[m 0 N O Ny 0 N, o] (11.384)

0 Ny O N2 0O N3 0 N,

AT Xy T 'Y
N1—(1 l’)(1 h) Nz = ¢ (1 h) N3 = th Ne= h (1 2) (11.38b)

(11.39a)

- By 0 B, 0 B> 0 -8B, 0
B(x) = 0 -B; 0 -Bs 0 B, 0 83
-B3 -8By -8By By By B; B; -8B

Bi=—(1-L) =1V B=—(1-%)  B=LtX (1130
T\ T “ e on T\ ‘Thoe (11.396)

Le funzioni di forma sono ora paraboloidi iperbolici. L’andamento di Na(x, y) & illustrato
in Figura 11.8b.

ESEMPIO 11.3: elementi di trave Nell’ambito dell’ipotesi di piccoli spostamenti, i
problemi assiale e flessionale della trave si presentano disaccoppiati. La modeliazione
del primo si riconduce all’elemento biella di cui all'Esempio 11.1; pertanto, si conside-
ra qui solo il problema flessionale.

3a) Trave di Timoshenko. |l problema & governato da due componenti di spostamen-
to e deformazione. Precisamente
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= v _ixt 1 0 —diaxilv
s = {W(")] €)= [?(X)} - [d/dx 1 H‘ﬂ} (k1,2)

dove, siricorda, v e g sono lo spostamento trasversale della linea media e la rotazione
della sezione, mentre x e t indicano la curvatura flessionale e lo scorrimento medio.

Il modello piu semplice si basa su di un’approssimazione lineare per entrambe le
componenti di spostamento. Si scrive allora

1
vix) = ar + a; T @lx) = . (b1 + b T) (€1)
da cui si ottiene
1 1 X
x{x) = - b, tx) = ¢ (az»-~b| - b ¢ ) (2)

Come spostamenti nodali si assumono la componente trasversale e la rotazione agli
estremi, nell’ordine indicato in Figura 11.9. Dalle (t1) si ottiene allora

1 1
uy =v(0) = a4 Uy = ¢(0) = ; b uz=v(l)=a, + ax us = g(l) = ¢ (b1 + by)

Relazioni che, risolte per i coefficienti, forniscono

a, = Uy a= —u + us b, = tu, by = 0(—uz + us)
Sostituendo nelle (¢} si perviene a esprimere il modello nella forma (11.32). Le matrici
risultano

1
N(X) = T

— 1 _
¢-x 0 x 0 ,[0 voo0-t (11.40a, b)

0 t¢t-x 0 x} B(X):y -1 ~(+x 1 —x

3b) Trave di Bernoulli-Eulero. Se le deformazioni taglianti vengono trascurate, la
rotazione della sezione si identifica con ta derivata di v; Si ha allora, in luogo delle (k)

d’v

s(x) = v(x) ex) = x(x) = “ o (m1, 2)

La congruenza peraltro richiede sempre la continuita delle rotazioni. Perché questa
condizione possa essere imposta in sede di assemblaggio & necessario che tra gli
spostamenti nodali siano ancora presenti quelli illustrati in Figura 11.9. L’approssima-
zione per v(x) deve quindi contenere almeno guattro costanti. il modello piu semplice
che soddisfi questi requisiti & il polinomio di terzo grado

X x? x3
vix) = a + az ¢ + as ? + aa e (n1)
u 1
2
0 x ! Y
CE= 2
v Y ‘}U

Figura 11.9
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Da esso si ottiene, per successive derivazioni

1 2
W(X) = V'(X) = ‘T (az + 2a; : + 3as :2 )

x(x) = v (x) = — (15 (233 + 644 : ) (n2)

Gli spostamenti nodali ora si esprimono

1
Uy = v(0) = a, uzzqy(O):(az uz=v({f)=ar+az+az+ ag

1
us = ¢(f) = ¢ (@2 + 2a; + 3ayq)

relazioni che, risolte per i coefficienti, forniscono
ar = Uy a = tu; a3 = —3u1—20uy + 3uz —tu, a4 = 2Uy + tuy-2u3 + fuy

Sostituendo nelle (n) ed esplicitando le matrici (11.33) si ottiene

x2 x° X X X
(x) [(1 3 2 + 2 (,3) e(( 2 B + )

e\
2 3 2 3
(3 %;2%—) e(— :3 +%)] (11.41a)
1
B = [(6—123;-) e(4~6~’;-) (~6+12—%) r(zfefgr)} (11.41b)

Le componenti di queste matrici sono illustrate in Figura 11.10.

11.2.2 FORZE NODALI

Si consideri un generico elemento finito, come quello tratteggiato in Figura 11.11a e
rappresentato isolatamente in Figura 11.11b. Nel caso piu generale, il suo contorno si
presenta suddiviso in tre parti. La prima, indicata con S,, appartiene alla superficie
vincolata della struttura ¢ su di essa sono noti gli spostamenti. La seconda (S,) appar-
tiene invece al contorno caricato ed € soggetta a trazioni superficiali f note. La terza

I T N

1&

,2 2 )
6 ! 37_.4, 12 6
b ; 6
2 ;2
' B> B,

Figura 11.10
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Figura 11.11

infine, indicata con I, costituisce I’interfaccia con gli elementi adiacenti; su di essa non
sono noti né gli spostamenti né le trazioni, queste ultime costituite dalle componenti
vettoriali o, di sforzo sulla giacitura identificata dalla normale uscente da I". In un

elemento interno, completamente circondato da altri, il contorno ¢é esclusivamente di
questo tipo.

Si immagini di attribuire all’elemento una variazione virtuale di spostamento &8, con

- ~ . . -
conseguenti §¢. Indicando con F le forze di volume e ricordando che & 85 = 0 su Su,
i lavori virtuali esterno e interno si scrivono

£e:fF'5/s\dV+‘/‘
|4 S,

Sp

f'5§d5+fa'na§dr £,=fa’aEdV (11.42a, b)
r v

(le tensioni trasmesse dagli elementi adiacenti sono infatti viste dall’elemento isolato
come carichi applicati). La condizione di equilibrio per I’elemento si ottiene imponendo
I'eguaglianza tra le (11.42) limitatamente alle variazioni virtuali compatibili con il
modello di spostamento. Vale a dire, per ogni u e

8 = B &u (11.43a, b)

In virt delle (11.43), le espressioni (11.42) dei lavori virtuali esterno e interno divengo-

no
L, = [fN'FdV-rf
(4 S

£ = [ f ‘B’ adV}léﬁ v2)

1
N'fds + fN’a,,dI‘I 58U = (p, + pYou hH
-

3

Nella (p1) si ¢ posto

p=fN'o,,dI‘ po = [N’FdV+ [N’de (11.44a, b)
r Jy Jy

M

La condizione di equilibrio pertanto si esprime
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~

{
{p0+p—fB’ch} 50 =0 v 8U (11.45)
4
¢ richiede ’annullamento del termine in parentesi. Si ottiene

p- fB’GdV_pO (11.46)
4

[ vettori definiti datle (11.44) sono noti come forze nodali e le loro componenti sono le
guantita statiche associate, attraverso il modello cinematico, agli spostamenti nodali. In
particolare, py & il vettore (noto) delle forze nodali equivalenti ai carichi esterni applicati
sull’elemento, mentre p rappresenta il contributo delle tensioni all’interfaccia con gli
elementi adiacenti. Tali forze sono equivalenti alle azioni effettivamente presenti nel
senso definito dalle (p1): per ogni variazione di spostamento concessa dal modello ¢
possibile esprimere in termini di esse il lavoro virtuale esterno sull’elemento.

ESEMPIO 11.4: elemento biella Siconsideri I'elemento di Figura 11.12a, soggetto a
un carico assiale distribuito n = cost. In tal caso, la (11.44b) fornisce

¢ ¢
po= fN'(X)"(X)dX =n fN'(X)dX @
0 0

La matrice delle funzioni di forma & espressa dalla (11.34a) per il modello lineare e dalla
(11.35a) per quelto quadratico. Si ottiene, nei due casi

¢ ¢ (1 —3x/8 + 2x°1¢ 1
Po = nf {1 ;/’lf"’}dx = i';— m po = nf Al - X3 b dx = 565 4t (1,2
0 0 —x/t + 2x%1¢? 1

Le componenti di questi vettori sono forze dirette secondo I'asse dell’elemento e
applicate nei punti dove si collocano i corrispondenti spostamenti nodali. Esse sono
illustrate nei due casi in Figura 11.12b e 11.12c. E facile constatare che la loro somma
& comunque pari al carico totale n¢ sull’elemento.

ESEMPIO 11.5: elemento rettangolare piano Si consideri ora I'elemento rettangola-
re in Figura 11.8a, ridisegnato in Figura 11.13a con i carichi a esso applicati. Questi
sono costituiti datle forze di volume

n = cost nt/2 nt/2
—>—>—p—>—> | [— | —
a) b)
f—>» — > | —>»
nt/6 2nt/3 nt/6
)

Figura 11.12
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_ht _ht
Fa Fa
] -
f3
h
A X T_ -7y -h
[ y FdA =14 s
_ _ht _ht
{ L L1182
Fa Fa
a) b)
Figura 11.13
Fy=0, F,=-F=cost ‘ (s1)
e, sul lato x = ¢, dalle trazioni superficiali
4
fx-_—";;v fy=0 (32)

(tutté queste azioni vanno intese come risultanti sullo spessore). Dalla (11.44b) si

ottiene allora
. f h , 0 N hy . 1
po= -F N'(x, y) [q{axdy +F | -~ N y) gt dy
0 0 0 h

dove N(x, y) & espressa dalla (11.38). Si ottiene, a calcoli svolti

o _Fme i _Fne i Fm o Fme)
Po=\" =74~ s T4 3 4 4
Le forze nodali equivalenti ai carichi applicati sono illustrate in Figura 11.13b. Si pud
ancora constatare come le due condizioni di carico in Figura 11.13 siano staticamente
equivalenti, nel senso che hanno la stessa risultante e lo stesso momento risultante
rispetto a ogni punto del piano.

ESEMPIO 11.6: trave soggetta a carico trasversale Si consideri infine la trave in
Figura 11.9 soggetta a un carico trasversale p = cost. Se le deformazioni taglianti non
vengono trascurate (modello di Timoshenko), le forze esterne hanno due componenti;
la seconda di queste & un momento distribuito m, nullo nel caso in esame. La (11.44b)

fornisce allora
NS
po=p fN’(x){O} dx
o

con N(x) definito datla (11.413a). Risulta
poz_ﬂ?;,,“ 010 (11.47a)

Nel modetlo flessionale invece, p ¢ la sola forza generalizzata. Si ha pertanto
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¢
Po=p fN'(X)dX
0

con N(x) ora espressa dalla (11.41a). Si ottiene, a calcoli svolti
_{pt p€ pt pEY
”"‘{ 2 12 2 12 (11.47b)

I carico originario e le forze nodali a esso equivalenti nei due casi sono illustrati in
Figura 11.14. Entrambe le (11.47) prevedono, come risultante in direzione trasversale,
il valore pt pari al carico totale applicato, equaimente suddiviso sui nodi. Nel modello
flessionale si aggiunge anche un sistema autoequilibrato costituito da due coppie
uguali e opposte.

11.2.3 CAMBIAMENTO DI RIFERIMENTO

Motivi di convenienza suggeriscono spesso di formulare il modello di spostamento in
coordinate locali. Ad esempio, I’asse x é spontaneamente identificato con la linea media di un
elemento monodimensionale o con uno dei lati di un triangolo piano. I riferimenti locali dei
vari elementi che costituiscono la struttura si presentano in generale diversamente orientati,
di modo che gli spostamenti nodali non risultano sovrapponibili.

In vista della successiva operazione di assemblaggio, € opportuno trasformare le componen-
ti u; di spostamento nodale nel riferimento locale x nelle componenti ¢ rispetto a un riferi-
mento globale X, comune a tutti gli elementi. La legge di trasformazione, di cut le (11.214a)
costituiscono un esempio, si esprime simbolicamente come segue

u.=Tu (11.484a)
Le componenti di T dipendono dall’angolo tra i due riferimenti. Se in ogni nodo j le compo-
nenti di spostamento locale e globale sono numerate consecutivamente, tale matrice si presen-
ta diagonale a blocchi. Precisamente

0 ...

t
=0t | e (11.48b)

dove la sottomatrice t governa la trasformazione delle componenti di spostamento relative al
J-simo nodo. Per un elemento piano, una barra di struttura reticolare e una trave inflessa si

ha, rispettivamente
B! B
2 l l 2

Y Y

Figura 11.14
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ul _ | cosd sind|jux (11.49)

uy; | —sind cosd|(uy);

jud. = [cos® sim?]{"*’] (11.49p)
J Uyj;

u cosd sind 0 | Uy

. 11.49
u, > =|sind —cosd 0 wy ( <)
Uy ; 0 0 1 U ;

come si evince immediatamente dalla Figura 11.15. Si noti che la matrice t che si desume dalla
(11.49b), se inserita nella (11.485b), riconduce all’espressione (11.21a) della legge di trasforma-
zione per per un modello lineare di barra.

Introducendo la (11.48) nelle (11.32) i modelli di spostamento e deformazione divengono

s(x) = N,(x)u;, = N(x)Tu = Nx(x)u - (11.50a)
£(x) = Bu(x)u; = B(x)Tu = Bx(x)u (11.50b)

dove gli indici ( )y e ( )x distinguono tra le matrici relative ai riferimenti locale e globale. E
quindi
(11.51a, b)

Nx(x) =N, (T Bx(x) = B,(x)T

Figura 11.15

Il metodo degli elementi finiti: approccio agli spostamenti 303

St osservi che spostamenti e deformazioni sull’elemento sono sempre riferiti alle coordinate
locali; la trasformazione riguarda solo le variabili nodali da cui dipendono.

La legge di trasformazione per le forze nodali consegue da un’equivalenza in termini di
tavoro virtuale. Dalla condizione

p'su =pidu, v ou, 5U, =Tésu )
si ottienc infatti
p=Tp, (11.52)

con pg espresso dalla (11.46). Sostituendo, si perviene all’espressione

p= T’fB;GdV— T'p()[‘ (12)
v

Per la (11.51a) si pud anche scrivere

p=Tp = T’fN}a,, dal’ = ‘/‘N'xo,,dl‘ (11.53a)
r r

po=Tpo = fodeV+f “tdS (11.53bh)
v S,

OF

Ricordando anche la (11.51b), la (¢2) pertanto diviene

p=f YadV—-po (11.54)
v

Le relazioni cinematiche e statiche per 'elemento finito mantengono quindi inalterata la loro
struttura. La sola differenza tra le (11.50), (11.53), (11.54) e le (11.32), (11.46), (11.44) ¢
infatti nell’espressione delle matrici, ridefinite dalle (11.51) in termini di spostamenti nel
riferimento globale. Nel seguito tale riferimento verra sottinteso e ’indice ( )x soppresso.

11.2.4 ASSEMBLAGGIO

Questa operazione ricostruisce la continuita della struttura imponendo quella degli
spostamenti nodali. Si consideri uno schema costituito da N elementi finiti e sia R il
numero di nodi una volta che questi sono stati interconnessi (nell’esempio di Figura

11.I6aé¢ N=4e R =9).

La configurazione di questo schema ¢é governata dagli spostamenti U di tali nodi,
riferiti atle coordinate globali X (nell’esempio vi sono due spostamenti in ogni nodo e
U ¢ un vettore di 18 componenti; al momento, infatti, si considerano anche gli sposta-
menti dei nodi vincolati). D’altra parte, il generico elemento e, se considerato isolata-
mente, ha m componenti di spostamento nodale, raccolte nel vettore u, e pure definite
nel riferimento globale una volta effettuata la trasformazione descritta nel paragrafo
precedente (nell’esempio, gli elementi hanno tutti r = 4 nodi (Figura 11.16b) ed é quindi

m = 8).

in sede di assemblaggio, le componenti di spostamento dei singoli elementi vengono
identificate con le corrispondenti nella struttura assemblata. Con riferimento alla Figu-

ra [1.16, si impone
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a) )

Figura 11.16

uy=U,, uy=U, u,=U, u,=U,
uy=U,, up=U, up=U, uy=U, ()

uy =Us, up=U;, uy=U;, uy=U,

Uy =Uq Uyp=Uy, ugy=U, uy=Us

dove si sono indicati con
U Uy

U - [ X} e = [ ] ’Ul, 2
! Uy), “ Uy el ( )

i vettori che raccolgono le due componenti di spostamento, rispettivamente del nodo J
della struttura (J =1, ..., R =9) e del nodo j dell’elemento e (j =1, ..., r=4). Le
posizioni

U={U .. US... UY u,=fug ..ouy oul) (3, 4)
permettono di scrivere le (4) come segue
u=LU (e=1,..., N) (11.55)
Ad esempio, per I’elemento e = 2 la (11.55) assume la forma
u N A
7l I I <
u,)> S U,

dove [ indica la matrice identita 2 x 2 e nelle posizioni occupate dai punti si intendono
presenti elementi nulli. Le L, sono note come matrici di connettivita.
Introducendo la (11.55) nelle (11.50), le espressioni per spostamenti e deformazioni
locali divengono
SxX)=Nx) LU e.(x) = B(x)L, U

(e=1, ..., N) (11.56a, b)

S e ¢
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Al momento, gli spostamenti nodali contengono anche le componenti relative ai nodi
vincolati. Vincoli fissi impongono spostamenti nulli ¢ in tal caso ¢ sufficiente eliminare
queste componenti da U. Formalmente, le relazioni precedenti permangono inalterate,
a patto di non considerare le colonne corrispondenti ai gradi di liberta vincolati nelle
matrici di connettivita L.. Le (11.56) esprimono allora spostamenti e deformazioni
locali in funzione delle sole componenti libere. In presenza di cedimenti, gli spostamenti
dei nodi vincolati hanno valori noti; questo caso verra considerato pit avanti.

Si osservi che le (11.55) ricostruiscono la continuita della struttura in termini di
spostamenti nodali e che pure limitatamente ai valori nodali sono imposte le condizioni
di vincolo. Non ne consegue che gli spostamenti locali (11.56a) (¢ le loro derivate,
quando richiesto dalla congruenza) risultino continui all’interfaccia tra elementi adia-
centi, né che si annullino ovunque sulla superficie vincolata S,,. Se pero le funzioni di
forma sono definite in modo da raggiungere questo risultato, a valle dell’assemblaggio
il modello di spostamento definisce, in funzione dei parametri liberi U, configurazioni
congruenti per il problema originario.

ESEMPIO 11.7 Si consideri la trave di Bernoulli-Eulero illustrata in Figura 11.17a, che
si suppone discretizzata mediante tre elementi finiti a quattro gradi di liberta. In assen-
za di vincoli, ognuno dei quattro nodi presenta due componenti di spostamento (com-
ponente trasversale Uy, e rotazione Us,), con cui le corrispondenti quantita agli estremi
di ogni elemento (Figura 11.17b) si identificano in sede\di assemblaggio. Peraltro, i
vvimncoliﬁimpongono vatore nullo alla rotazione del nodo Q e agli spostamenti dei nodi
<2> e 74>, riducendo a cinque it humero complessivo dei parametri liberi.

Con la numerazione in Figura 11.17, le relazioni di connettivita per i tre elementi si
scrivono

Ui 10000y uy 00000 b"
v _ [00000|] 2 v _ [01000]) 2
us7= |00000 U3 usf ~ |oo1o00 u3
Uy |1 01000 4 Usg )2 00010 4
Us Us
Uy 00100 g;
w2 00010
usf =100000 53 (11.57)
ue)y (0000 1] |
& U ®U ®U Ugp = U gy1 Uy =Ugyy
2 4 5
\ TN T Y & @)
P o — 5 =X
Lo el o | |
LU| Uy @
Y Uy =U,y, u,=u
—_— e e e € e e3 evz

Figura 11.17
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Le matrici di connettivitd hanno quindi quattro righe (quanti i gradi di liberta m di ogni
elemento) e cinque colonne (quanti gli spostamenti nodali liberi M della struttura
assemblata). Introducendo le (11.57) nelle (11.41) si perviene a esprimere spostamenti
e deformazioni locali per il caso in esame. Si ottiene, in ogni elemento

2 2 3
v1(x):(1—3 );2 + 2 )U‘+€< );2 + - X )Uz

2 3 2 3 2 3
X X X X X X X
vo(x) = ['("g*~2 'P* + 7;) Uz + (3 “'F’i'—2 Ej) Us+ ¢ (— }T + 'P*) U, (11.58&)
x2 X3 X x2 X3 2 3
V3(X)=(1—3-F7'+2?5“) U3+f({—2 (’2 + 5 |Usg+ ¢t *sz"& ( Us
1 X
Xl(x)=F(6_127) U1+—-(2 6**’>U
1 X 1 1
XZ(X)zT 4—67 U2+? 6+12** U3+‘- 2- 6 Us (1158b)

X3(X)=;17(6—12-’;—)U3+ ! (4 6 - )U4+-(2 6 )

Si ricorda che in ogni tratto queste espressioni sono riferite alla coordinata locale
dell'elemento. Le (11.58a) definiscono il modello di spostamento come combinazione
lineare dei cinque modi illustrati in Figura 11.18a, ognuno dei quali &€ continuo con la
sua derivata. In Figura 11.18b sono invece riportati i modi deformativi (11.58b) che ne
conseguono.

Si attribuiscano ora allo schema discreto variazioni virtuali 6U dei parametri liberi.
Di regola, sui nodi liberi non sono presenti forze concentrate che lavorino per tali
spostamenti. 11 principio dei lavori virtuali richiede quindi

N

> plati, =0 v 80, &6, =L,8U )
e=1

dove le p, sono le forze nodali (11.53a). Nella relazione precedente, il primo membro
rappresenta il contributo dei singoli elementi, espresso in termini di variabili nodali e
sommato su tutti gli elementi. Dalla (x) consegue

N

>, Lip. =0 (11.59)
1

e -

Si introduca adesso il vettore delle forze nodali equivalenti ai carichi

N
P, = Z. L.Po (11.60)

Sostituendo nella (11.59) Pespressione (11.54) delle p, si ottiene allora I’'equazione di

equilibrio per lo schema discreto nella forma

P, = Z Lﬂf B'(x) g.(x)dV (11.61)
el v,
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vi{x) x (x)
6
12

U,

S
AN

NN

Uz

N
Y

Tolo
Tlo

7
-~ Ve
/N

Ua 27/4174 A%
\J ¥
/N

Us A%

a) b)

Figura 11.18

Qualora, come spesso accade in strutture reticolari o telai, sui nodi agissero anche forze
concentrate, queste semplicemente si sommano alle corrispondenti componenti nella
(11.60). Le (11.61) sono note come equazioni di equilibrio nodale. Le relazioni cinema-
tiche e statiche relative al singolo elemento e allo schema discreto sono riassunte in
Tabella 11.2. Le variabili nodali si intendono sempre riferite alle coordinate globali.

il significato delle (11.59) puo essere colto osservando che sul contorno I',, dove I’elemento
e si interfaccia con quelli adiacenti, il lavoro virtuale si esprime

,Cr,:f Ohe 88, dT" )
T

e

dove, si ricorda, g, indica la componente vettoriale di tensione affiorante sul bordo.

La congruenza richiede la continuita degli spostamenti all’interfaccia tra elemento e ele-
mento. D’altro canto, I’equilibrio richiede quella delle a,. Con riferimento a due elementi
adiacenti ¢ ¢ f (Figura 11.19) deve infatti risultare localmente

~ ~
85,=08,  Ow= —Ou (z1, 2)
Una soluzione equilibrata e congruente prevede quindi che il lavoro virtuale sull’insieme delle

interfacce sia nullo. Sommando i contributi () relativi a tutti gli elementi, la condizione si
scrive
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Tabella 11.2

(Vincoli tissi - Nodi scarichi)

ELEMENTO e

Forze nodali pe, Poe

p,:fN'a"edl‘
e
s.(x) = N{(x}u,

> , equivalenti
(modello di spostamento) Pos = f N'FdV + j N'fgs @i carichi
. Ve Ste

{
Pe = f B’UedV'poe
Ve

Spostamenti nodali u.
dagli elementi
adiacenti

£e(x) = B(x) u, >

SCHEMA DISCRETO (assemblaggio di N elementi)

Forze generalizzate P

i lizzati U o -
Spostamenti generall (forze nodali equivalenti ai carichi)

(componenti libere [vincoli fissi])

Yelope =0
= =1 .., N e
ve = LeU (e ) SeLlPoe = Po
|
N t t
cel) = B)L. U —_ Py = LeLej; B'(x) g.(x) dV

(legame deformazioni - spostamenti nodali) (equilibrio nodale)

N
Lr = Z

e=1 r

o' .85.dT =0 (aa)

Nel procedimento, la (aa) viene imposta limitatamente alle variazioni di spostamento permes-
se dal modello. Introducendo la (11.56a) si ottiene allora

~

N ~
>, | oeNar -LSU=0 v &U

e =1 r

e

Figura 11.19
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condizione che, in virti della definizione (11.534a) delle forze nodali dell’elemento, riconduce
alla (11.59).

La condizione di equilibrio locale (z2) viene quindi sostituita da una condizione globale,
espressa in termini delle forze nodali (11.534), risultanti delle tensioni sulle interfacce. Utiliz-
zando la (11.54), {a (11.59) si traduce nella (11.61), che eguaglia le forze nodali equivalenti
(risultanti dei carichi effettivamente agenti) a un’opportuna media pesata degli sforzi locali
negli elementi che concorrono nei diversi nodi. Come in tutte le formulazioni basate su
modelli cinematici, I’equilibrio ¢ imposto solamente in media.

11.3 ANALISI ELASTICA

11.3.1 PROPRIETA ELASTICHE DI UN ELEMENTO FINITO

Occorre ancora introdurre le relazioni costitutive. Viene dapprima considerato il lega-
me elastico lineare che, nella sua forma pit generale, si esprime

c=d(e-H+{ (11.62)

d ¢ la matrice (simmetrica, definita positiva) delle costanti elastiche e ¢ il vettore delle
deformazioni anelastiche o iniziali (ad esempio, termiche) eventualmente presenti. Il
vettore £, noto come sforzo iniziale, non compariva nel legame definito nel Capitolo 3;
esso viene qui introdotto in quanto alcuni procedimenti di analisi inelastica incorporano
in un termine di questo tipo le deviazioni dalla linéarita nel comportamento del mate-
riale. Nella trattazione che segue, sia ## che {, se presenti, sono considerati noti.

Il legame puntuale (11.62) si traduce facilmente in una relazione che governa il
comportamento dell’elemento finito in termini di variabili nodali. Sostituendo la
(11.32b) per ¢ e introducendo il risultato nella (11.46), si ottiene infatti

p= [[B'dBdVJu—[[B'(dd—{)dV}—po (@)
v v '
La matrice simmetrica
szB'dBdV (11.63)
v

€ nota come rigidezza elastica dell’elemento finito. Il vettore

Py = fB"(do—odV (11.64)
4

definisce invece le forze nodali equivalenti a deformazioni e sforzi iniziali. Con tali
posizioni, la (a) si scrive

p = ku—(p, + py) (11.65)

A differenza dell’analoga relazione (11.28a), a suo tempo stabilita per un’asta di strut-
tura reticolare, la (11.65) presenta un termine noto, costituito dalle forze nodali equiva-
lenti, prima assente in quanto ’asta era priva di carichi e di effetti anelastici iniziali.
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ESEMPIO 11.8:
siale.

elemento biella La (11.62) si riconduce adesso al legame unias.

o=E(e-0)+ ¢

£ inoltre dV = Adx, dove A & I'area della sezione trasversale delia barra. Le (11.63),
(11.64) divengono allora

[} 1’
k= fEAB'BdX pn = /‘AB'(Eﬁff)dx b1, 2
0 Jo

La matrice B & espressa dalla (11.34b) per I'elemento a due nodi e dalia (11.35b) per ii
modello quadratico. Per EA = cost, dalla (b1) si ottiene nei due casi

7 8 1
EA B EA :
k=——f—[_: 1] k="|-8 16 -8 (11.66a, b)
1-8 7

| vettori delle forze nodali equivalenti a una variazione termica uniforme AT = cost
sono invece, rispettivamente

-1
Pe = EAQAT [‘ }} Ps = EAqAT { o} (11.67a, b)
1
Si supponga ora che la barra abbia sezione variabile; in particolare, sia
X
A(x) = Ao (2*—[-) (c)
Per il modello lineare si ottiene allora, in luogo delle (11.66a), (11.67a)
.3 EAl 1 1 3 -1
k = 5 Ty [_1 1] pg~7aEAoAT[ 1} (d1, 2)

ESEMPIO 11.9: triangolo piano a tre nodi E questo un elemento a deformazione
costante. Se tali sono anche lo spessore { e le proprietd del materiale (d = cost),
lintegrazione nella (11.63) riguarda solo la superficie nel piano, che vale (Figura 11.7a)

1 2
= 5 ul (e)
La matrice di rigidezza allora si esprime
1 5
k= 5 ul"tB'dB ()

con B definita dalla (11.37).
La matrice elasticad é diversaa seconda che I’elemento sia piano negli sforzi o nelle
deformazioni. Nel primo caso, si applica la (4.43a). Precisamente

’(1 v 0 i
E vt 0 (g1
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La (f) si esplicita allora come segue

Et
— = 11.68a
k 2(1- 9 ( )
dove
1-M2 1- 1+ M1-N 1-
iy = p ( L x12 = (1 =N ——— 13 = —p M=N Ty
m 2 M 2
Nty d-» L et S et -
X14 = 2 X1i5 = M 2 X6 = v
_ v, (1N L _M-N -
X2 =p, + " 23 = 5 v X284 = " 5
Lintd -2
x25 = 5 x26 = p
LN Aoy W1t R et -
X33 =} M 2 X34 = 2 X35 = “ 2 X3 =V
IR ETE 1-» X
xaa =g p xas = xag =
1 1= 1
¥55 = —- ’ xse = 0 X6 = —— Ui = xi) (11.68b)
n 2 1

Si calcolano ora le forze nodali equivalenti a una variazione termica uniforme suil’ele-
mento (AT = cost). Le deformazioni iniziali nel piano sono

1
&= aAT 1} (92)
0

1 ‘ . .
Ricordando sempre la (e), 1a (11.64) diviene py = > ut?tB'd J e risulta, a calcoli svolti

N N R I

= (11.69)

Se il problema & piano nelle deformazioni, occorre usare in luogo delle (g) la matrice
elastica (4.34a) e il vettore delle deformazioni termiche che si evince dalle (4. 38b,
4.39h). In questo caso, lo spessore t viene di regola considerato unitario.

ESEMPIO 11.10: elemento di trave Nella teoria della trave il legame elastico stabi-
lisce una relazione tra sforzi e deformazioni generalizzati, funzioni della sola ascissa
x. L'elemento infinitesimo di volume & pertanto dV = dx e {a (11.63) diviene

¢
k= fB’dde ()
0

Nella formulazione di Timoshenko si ha
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_|e1 o0

4= [0 GA ]

e B(x) & espressa dalla (11.40b). Si ottiene allora, per I'elemento a quattro gradi di
liberta in Figura 11.9, omogeneo e a sezione costante

1 2 -1 2 0 00 O
_GA. |2 @3 -u2 6 Eho 1 0 -1 ;
=TSt -2 1 w2 ;1o o0 o (11.70q)
g2 16 -2 U3 0 -1 0 1

Nel modello puramente flessionale invece, le proprieta elastiche sono riassunte intera-
mente dalla rigidita flessionale El e B(x) & fornita dalla (11.41b). La matrice di rigidezza
di un elemento a sezione costante risulta allora

12 6 -12 sez“
_Elf 6¢ a4 -6t 2
k="l 12 et 12 -6t (11.70b)

60 2% -e6r 4

Un'escursione termica lineare sulla sezione, che comporti uno scarto tra i lembi infe-
riore e superiore pari a AT, induce una curvatura termica x; = adT/h, dove h indica
I'altezza della sezione. In materiali isotropi, variazioni di temperatura non inducono
scorrimenti angolari. Le deformazioni termiche generalizzate sono pertanto, rispettiva-
mente per i modelli di Timoshenko e flessionale

AT {1 aAT
il oe
£ facile verificare che se AT & indipendente da x, il vettore delle forze nodali equivalenti
risulta in entrambi i casi

AT
p,,:yﬂ’;,—-;o 1.0 -1 (11.71)

La (11.63) stabilisce un legame lineare tra spostamenti e forze nodali attraverso la matrice di
rigidezza dell’clemento. La generica componente &, di questa matrice definisce la i-sima
componente p, del vettore delle forze nodali che, in assenza di carichi e deformazioni o sforzi
iniziali (po = pe = 0), consegue a u; =1 e 1, =0 V¥ k# /. L’operazione ¢ esemplificata per la
trave di Bernoulli-Eulero in Figura 11.20, dove si & imposto uy = I, uy = uy = g = 0: le forze
nodali che ne conseguono sono fornite dalla seconda colonna della (11.700).

Nel caso in esempio, i valori delle forze nodali sono “esatti™; essi coincidono cioé con le
reazioni vincolari che un calcolo basato sul modello flessionale fornisce per una trave a
sezione costante soggetta unicamente a cedimenti agli estremi: la soluzione ¢ infatti una cubica
e tali sono pure le funzioni di forma (11.41a), che quindi la comprendono. Questa, tuttavia,
¢ una semplice coincidenza. In generale, ad assegnati spostamenti nodali non conseguono
localmente gli andamenti previsti dal modello.

Dal momento che d ¢ definita positiva, consegue dalla (11.63) che la matrice di rigidezza
k & quantomeno semidefinita positiva. Essa pero ¢ singolare, con nullita pari al numero di
moti rigidi consentiti nell’elemento isolato; un vettore ¥ che configuri uno spostamento rigido
non induce infatti forze nodali. In un elemento biella a due nodi, un triangolo a tre nodi e un
elemento di trave a quattro gradi di liberta, i pit generali moti rigidi sono rappresentati dai
vettori

u,=oll 1) @
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— = El
p2:k22—4— U2—1 p4:k42=2T

Figura 11.20

Up=oiftl 01 01 0'+gaf0 1 010 1'+¢300 00 1 = N' (2
Uy=gifl 0 1 O} +¢gf0 1 ¢ 1} (i3)

Deve pertanto risultare, per le rispettive matrici di rigidezza
ki + k=0 (i=1,2) (11.72a)
ki + ki +kis=0 kio+ kis+ kis=0 kis—pkis + Nkie =0 (i=1, ..., 6) (11.72b)
kiv+ kia=0 ki + ks + kia=0 (i=1,..,4 (11.72¢)

Le (11.66a), (11.68) e entrambe le (11.70) effettivamente soddisfano queste condizioni.

La singolarita della matrice comporta un legame tra le componenti del vettore delle forze
nodali. E facile constatare che la parte dovuta alie sole u costituisce un sistema di forze
autoequilibrato, che soddisfa cio¢ le equazioni cardinali della statica per I’elemento isolato.
Queste sono infatti verificate da ogni colonna di k individualmente considerata: per gli esempi
precedenti, tali equazioni sono semplicemente le (11.72) a indici invertiti.

Della stessa proprieta gode il contributo equivalente a deformazioni e sforzi iniziali. In
Figura 11.21 sono illustrate le componenti non nulle dei vettori p, precedentemente calcolati,
relativi a una barra a sezione costante, sia essa a due o a tre nodi (Figura 11.21q), a una trave

aEAAT AT oEAAT
El
« 1—» (xATT( X J‘)
a) ] T El
A —
AT [e? h
_ Ett
a(i-1) pt ) AT
EN
)

Figura 11.21
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di Timoshenko o di Bernoulli-Eulero (IFigura 11.215) ¢ al triangolo a deformazione costante
(Figura 11.21c). Dal momento che py & staticamente equivalente alla risultante delle forze dj
volume e di superficie sull’elemento, le forze nodali (11.65) risultano globalmente in equilibrio
con i carichi applicati.

Quando (come del resto fatto negli esempi) lc proprieta dell’elemento vengono derivate
operando nel suo riferimento locale, occorre riportare queste quantita al riferimento globale
seguendo la procedura indicata nel Paragrafo 11.23. E immediato constatare che valgono le
relazioni

k= le[ T Po = T'pm‘ (l i .730, b)
dove T ¢ la matrice della trasformazione (11.48) e I'indice ( ), caratterizza quantita definite
nel riferimento locale. Con queste posizioni, la (11.65) mantiene inalterata la propria struttu-
ra; peraltro, spostamenti e forze nodali sono adesso direttamente sovrapponibili in sede di
assemblaggio.

11.3.2 ASSEMBLAGGIO E SOLUZIONE

L’operazione si effettua come descritto nel Paragrafo 11.2.4, tenendo pero presente che
le (11.32) e (11.46) sono ora tra loro collegate attraverso il legame costitutivo del
materiale dando luogo alla (11.65). Introducendo in questa equazione la relazione di
connettivitd (11.55), si ottiene, per ogni elemento e

P =k.L.U—(po + Poc) e=1,.,N U
L’equazione di equilibrio nodale (11.59) fornisce allora
N N
25 LikeLe - U= 25 Li(Poc + Po) = 0 (2)
Ponendo
d 3
K= 2] Lik.L, P =2 Li(Po + Pe) (11.74a, b)
e=1 e=1
la (2) si scrive
KU=pP (11.75)

Le (11.74) definiscono, rispettivamente, la matrice di rigidezza elastica della struttura
e il vettore delle forze nodali equivalenti ai carichi e alle deformazioni (e/o sforzi)
iniziali. In assenza di queste ultime, P si identifica con I’espressione (11.60) di P,.

La matrice di rigidezza K ¢ simmetrica, come del resto i contributi k. di ogni elemento. Del
tutto analogo ¢ anche il significato delle sue componenti: K, rappresenta la forza nodale
secondo il grado di liberta i che si genera imponendo, sulla struttura scarica, U;= 1 e Uy =0
v k#j. St osservi che |'assemblaggio elimina la possibilita di spostamenti rigidi relativi tra gli
elementi; le singolarita a essi associate sono quindi rimosse € sopravvivono solo quelle dovute
a eventuali moti rigidi dello schema discreto nel suo complesso. Se i vincoli sono tali da
impedire atti di moto rigido, K non ¢&'singolare. Possono darsi circostanze in cui la struttura,
soggetta a forze globalmente equilibrate, non sia vincolata (o vincolata solo parzialmente): le
singolarita in K vengono allora eliminate vincolando isostaticamente lo schema discreto.

T
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La modcllazione a clementi finiti ha ricondotto il problema al sistema algebrico ¢
lincare (11.75). Per la sua soluzione numecrica sono da tempo disponibili metodi ¢
algoritmi affidabili, in grado di gestire un numero notevole di equazioni. Certamente,
per problemi realistici il sistema risolvente presenta dimensioni molto elevate ed ¢
quindi necessario migliorare efficienza dell’algoritmo con accorgimenti ad hoc. Anche
cosi, I'onere computazionale associato alla soluzione della (11.75) rappresenta una
percentuale significativa di quello complessivamente richiesto dall’analisi clastica (per-
centuale che cresce drasticamente in presenza di non-linearita di qualunque tipo). In
ogni caso, pur se con costi non sempre indifferenti, problemi strutturali di notevole
complessita e difficili, quando non impossibili, da affrontare con approcci tradizionali,
possono cosi essere risolti.

I valori nodali U rappresentano un’informazione di per sé adeguata sul campo di
spostamenti (attraverso la (11.56a) é comunque possibile risalire ai valori punto per
punto). Piu delicata & invece !a ricostruzione del regime tensionale. I procedimenti piu
spontanco si basa sull’imposizione del legame elastico (11.62) con riferimento alle
deformazioni (11.56b). Si ottiene allora, in ogni elemento e

G (X) = d(B(X)L U — &.(x)) + {.(x) e=1,.., N) (11.76)
Questo risultato necessita in realta di rielaborazioni. Come sempre in modelli cinema-
tici, la rappresentazione dello stato di sforzo ¢ attendibile solamente in media e i valori
locali previsti dalla (11.76) si rivelano in generale poco accurati, quando non decisamen-
te errati. Sono state avanzate diverse proposte per migliorare la rappresentazione degli
sforzi locali [9-12], a cui si accennera nel seguito.

ESEMPIO 11.11  Si consideri ancora la trave di Figura 11.17, supponendola soggetta
a una carico trasversale uniforme p sul tratto tra i due appoggi e a una coppia W
all’estremo di destra; essa sia inoltre uniformemente riscaldata sul lembo inferiore,
con variazione termica AT rispetto a quello superiore (Figura 11.22). La trave sia di
sezione costante: per ognuno dei tre elementi finiti, la matrice di rigidezza é allora
espressa dalla (11.70b). Le matrici di connettivita si desumono dalle (11.57). La(11.74a)
fornisce quindi .

12 60 . . . . 7
El 60 4?2 . . . .ooa? e 27
K=—- o+ —ee 12 —er L+
¢ L .o2e2 —6e 42
12 66 0 0 O
L . . 1| 6¢ 82 —6¢ 27 0
+|. . 12 66 6¢ =510 -60 24 0 & (k1)
60 42 242 Blo 22 o 82 22
60 20 4¢ || 0 0 6t 2% 4

Si calcolano ora le forze nodali. Essendo il carico trasversale, quando presente, co-
stante, il contributo di ogni elemento isolato é fornito dalla (11.47b). | vettori pge SONO
invece espressi, in ogni elemento, dalla {(11.71). Per le (11.59) e (11.74b) si ottiene allora
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Il primo addendo di questa relazione rappresenta il contributo dei carichi direttamente
applicati ai nodi, nel caso qui considerato costituiti dalla coppia W, di verso opposto
a quello assunto come positivo per Us.

La Figura 11.23a illustra il significato dei termini nella quarta colonna della (k1):
imponendo ai nodi di non spostarsi né ruotare e assegnando al nodo <3> la rotazione
U = 1 si ottengono le reazioni vincolari indicate. La Figura 11.23b mostra invece le
componenti non nulie del vettore delle forze nodali (k2): dimensionaimente, esse sono
forze o coppie, a seconda che corrispondano a spostamenti o a rotazioni del nodo.

Inserendo le (k) nella (11.75) e risolvendo il sistema si ottiene

pet 22 (w QAT P ¢ (W AT
U= - SN A0 _pe (W oaaT
"= "0 "0 \&r T Ur= por+ o |+ 5
_ 1%t & (W L AT e (W aaT
*T 92061 T 5 \EI T Rl P
El
Koa=2T Kua 8 &l K54=251 2
l ( { L P iws aAT.E_I
4\ " " 2 ﬂl 5 -
§ — . S 3 ( " N\
| B =1 | A 3
L L Uy= N
KM =0 K34 =0
a) b)
Figura 11.23
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Si procede ora al calcolo degli sforzi locali. Per il caso in esame, la (11.76) si scrive

Me(x) = EI (xe(x) - f",fj)

dove xe(X) & espressa, in ogni elemento, dalle (11.58b) e «AT/h & la curvatura di origine
termica. Si ottiene, a calcoli svolti

2 W 6 AT
M = - B

2
Ma(x) = pL(-7+36 —’E—)—ﬂ(psi)— 3 pjoal (2——5——)

60 5 ¢/ 5 "~ ¢
2
M;(x):%(29—24%~)+—2’—(2+3%>~% Eliﬁl<1—~:-) (m)

| relativi andamenti sono illustrati in Figura 11.24, dove sono stati separati i contributi
delle tre azioni sollecitanti.

Risolvendo I’equazione della linea elastica non & difficile ottenere la soluzione esat-
ta del problema. Il confronto & significativo solamente con riferimento al carico distri-
buito p; in sua assenza, infatti, in ognuno dei tratti lo spostamento & effettivamente
cubico e il modello a elementi finiti lo rappresenta con esattezza. Sotto un carico
uniforme la linea elastica & invece un polinomio di quarto grado, che il modelio & in
grado sotlamente di approssimare.

Gli spostamenti sono comunque colti con notevole precisione, al punto che i valori
nodali (¢) si rivelano esatti; & ovviamente presente una differenza in punti diversi dai
nodi, che tuttavia & ovunque molto contenuta (sullo spostamento massimo, lo scarto
écirca lo 0.3%). Molto piu grossolana & |la rappresentazione dei momenti flettenti, il cui
andamento esatto é riportato a tratteggio in Figura 11.24a. Il modello cubico comporta,
in ogni elemento, momenti flettenti lineari; & evidente come la spezzata che consegue
a due soli elementi non possa approssimare accettabilmente I'effettivo andamento
parabolico tra i due appoggi. '

—.200 1 - 200 mw
- |
[ he—-117, .

AN

AN | / 7 b)
——(—
483 _p o5 1.000
-~ 1.200
’ T
M h
El oAT
)

Figura 11.24
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Si osservi che una trave realmente soggetta alle forze nodali equivalenti di Figura
11.23b presenterebbe in ogni tratto uno spostamento cubico; [a soluzione trovata ¢
quella esatta per questa condizione di carico (la discontinuita nell’andamento e il
valore diverso da zero all’estremo del diagramma di Figura 11.24a sono conseguenza
delle coppie concentrate +p¢%/12). Questa circostanza, tuttavia, & dovuta al fatto che
it modello cubico di trave di Bernoulli-Eulero & capace di fornire larisposta esatta sotto
le forze nodali equivalenti e non si verifica in generale.

Per semplicita, ci si ¢ limitati a considerare vincoli fissi. Gl effetti di cedimenti imposti
possono perd essere facilmente incorporati. Si supponga di operare I'assemblaggio ignorando
i vincoli: il vettore degli spostamenti nodali ¢ allora decomponibile in due parti, il sottovettore
U che raccoglie le M componenti libere e il sottovettore Ug che contiene quelle di valore
assegnato (non necessariamente nullo). Al primo di questi corrisponde il vettore delle forze
nodali P, note e sempre definite dalla (11.74h), mentre la parte associata a U ¢ costituita dalle
reazioni vincolari R. Simbolicamente, la (75) si scrive allora

K Ko| (U] _{pP '
[K"’ K()()] [UJ_{R} (11.77a)

o anche, sviluppando i prodotti matriciali e riordinando i termini
KU = P—KnUn R= K6U + KmUo (1 l.77b, C)

La (11.77b) consente il calcolo degli spostamenti liberi U, che vi compaiono come uniche
incognite. 1 cedimenti vincolari comportano semplicemente una modifica nel vettore delle
forze nodali a termine noto (nel caso di vincoli fissi € Uo = 0 e la (11.77h) si riconduce alla
(11.75)). Una volta valutato U, le reazioni vincolari possono essere calcolate, qualora lo si
ritenesse necessario, sostituendo nella (11.77¢).

11.3.3 FORMULAZIONE ENERGETICA DEL PROBLEMA ELASTICO

1t problema elastico pud essere alternativamente formulato introducendo il modello di sposta-
mento nel funzionale Energia Potenziale Totale della struttura. Questo si trasforma in una
funzione dei parametri liberi U, la cui stazionarieta definisce il sistema risolvente.

A meno di termini costanti inessenziali, 'energia di deformazione associata al legame
elastico (11.62) si scrive

w=‘; e de—edd-0 (11.78)

(per &= 0 1a (11.78) si riconduce alla (3.21)). Sostituendo la (11.32) per ¢ e integrando sul
volume, si esprime I'encrgia di deformazione di ogni clemento nella forma

Qﬂ=fde:7;'u§,‘[B’dBdV u,.—uf.fB’(d:}—rC)dV
v, ¥ i

. - .

o anche, ricordando le (11.63), (11.64)
l I i
Q= 5 uck U, — U P (n1)

L’Energia Potenziale Totale dell’intera struttura ¢ la somma dei contributi (al) di ogni
elemento, cui viene sottratto il lavoro W dei carichi esterni. Questo puo a sua volta essere
suddiviso nella somma dei termini relativi a ogni elemento. Precisamente
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N
W= s’FdV+fs'de= Z {f s’,FedV+f sifcdS]
v s e<1 v, S

.

Introducendo il modello di spostamento (11.32a) ¢ ricordando la (11.44)) si ottiene

N
W=, ui[f NIF.dV + f
el v, s,

e ’E.P.T. della struttura si scrive

N
N'pf‘-dS} = ZJ] uiPoe (n2)

3

N N
1 - -\
V=5 2auikott,— 230(Poc + Pac) ()
e-= e=
V pud essere espressa in funzione degli spostamenti liberi utilizzando le relazioni di connetti-
vita (11.55). Ricordando anche le (11.74), risulta

N N
1 ~
V) = o U DLk L U—U' 2 LY Poe + Poe) = % U'KU-U'P (11.79)
e =1 e=1

La condizione di stazionarieta 3¥/dU = 0 riconduce alla (11.75).

Se considerata da questo punto di vista, la formulazione agli spostamenti del problema
elastico si configura come una particolare applicazione del metodo di Rayleigh-Ritz, in cui
I’approssimazione viene stabilita elemento per elemento. Se le funzioni di forma sono definite
in modo che dall’eguaglianza dei valori nodali consegua la continuita degli spostamenti locali
attraverso Vinterfaccia tra i vari elementi e che I’'imposizione delle condizioni al contorno in
termini di spostamenti nodali implichi che esse risultino localmente soddisfatte su S, , I’ope-
razione di assemblaggio ricostruisce la congruenza. La (11.564a) rappresenta allora una valida
approssimazione per il metodo di Rayleigh-Ritz, in cui il ruolo dei coefficienti 4, dello
sviluppo approssimante (10.27) ¢ interpretato dai parametri liberi U. Le deformazioni
(11.56b) che ne conseguono sono di regola discontinue tra elemento e elemento, ma cid non
contraddice la natura congruente del modello (si vedra, peraltro, che la completa congruenza
non ¢ sempre necessaria per la convergenza del metodo). La Figura 11.18 illustra queste
affermazioni per un esempio di trave di Bernoulli-Eulero; ovviamente, per teorie flessionali
le condizioni di continuita e di vincolo coinvolgono anche le derivate prime.

Per un problema elastico, la formulazione energetica si presenta piu sintetica e diretta che
non I’approccio seguito nel paragrafo precedente e per questo motivo ¢ spesso preferita nella
letteratura. Va perd ricordato che le relazioni generali riassunte in Tabella '11.2 conseguono
unicamente dal modello cinematico e quindi valgono anche al di fuori del campo elastico, cui ’
I’approccio energetico ¢ invece confinato.

11.4 ELEMENTI DI ORDINE ELEVATO E ISOPARAMETRICI

11.4.1 CONDIZIONI DI CONVERGENZA

Nei paragrafi precedenti sono state derivate le proprieta di alcuni elementi finiti molto
semplici, di fatto troppo semplici per poter fornire soluzioni accurate di problemi
realistici se non ricorrendo a suddivisioni estremamente fitte. La procedura descritta ¢
teoricamente applicabile anche a elementi di ordine piu elevato (vale a dire, con un
maggior numero di nodi), ma diviene rapidamente onerosa. Ancora piu grave ¢ il fatto
che essa pud dar luogo a comportamenti patologici in elementi con geometrie non
regolari. Da queste geometrie, d’altra parte, non si pud prescindere: ¢ evidente, a
esempio, che per schematizzare adeguatamente particolari strutture ¢ necessario dispor-
re di elementi con lati curvi.
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Perché un elemento finito possa essere considerato valido, si richiede che all’infittirs;
del reticolo la soluzione discreta converga a quclla del problema continuo. Le condiziop.-
ni di convergenza del metodo, che impongono alcune restrizioni al modello, vengono
ora presentate, sia pure omettendo le dimostrazioni formali.

Una prima condizione riguarda il comportamento del singolo clemento. E richiesto
che il campo di spostamenti sia continuo all’interno di ogni elemento (condizione
peraltro automaticamente verificata da approssimazioni polinomiali) e sia grado di
rappresentare tutti i moti rigidi dell’elemento isolato e tutti i modi a deformazione
costante.

In altre parole, I’approssimazione degli spostamenti in una regione finita del dominio
deve contenere tutti i contributi propri della cinematica dell’intorno infinitesimo di un
punto che, come si ¢ visto nel Capitolo 2, € costituita da traslazione e rotazione rigide
oltre che da deformazione pura. E intuitivamente evidente che cid debba risultare
verificato quantomeno al limite dell’infittimento del reticolo, di modo che, col diminui-
re delle sue dimensioni, il comportamento dell’elemento finito possa identificarsi con
quello dell’intorno.

.Questa condizione pone un limite inferiore al numero di termini nelle approssimazio-
ni polinomiali (11.29) per gli spostamenti, che devono includere il polinomio completo
di grado pari al piu elevato ordine di derivazione presente nel legame deformazioni-spo-
stamenti. In mezzi continui, le deformazioni sono derivate prime degli spostamenti e il
modello deve contenere tutti i termini lineari. Nel caso piano, ’approssimazione piu
semplice ¢ quindi

sdx, y)=a, + a,x + ayy so(x, ¥) = b, + byx + byy (11.80)
Le costanti a; e b, configurano traslazioni rigide. La rotazione rigida corrisponde a
b, = — a3, con gli altri coefficienti nulli. Le deformazioni risultano
as, as, as as
b= X —g =0 =P B
X ax 2 £y ay b] Yy ay + Ax =a + b2

Tutte le componenti sono quindi presenti, sia pure limitatamente ai modi costanti. Nella
(11.80) si riconosce it modello assunto per il triangolo a tre nodi; é ovviamente legittimo
aggiungere ulteriori termini, purché indipendenti.

Nelle teorie flessionali le deformazioni generalizzate sono invece legate alle derivate
seconde degli spostamenti e il polinomio deve essere completo al secondo grado. Per la
trave di Bernoulli-Eulero ¢ la piastra di Kirchhoff ¢ quindi richiesto

vx) = @y + @x + ax’ (11.81)
w(x, ) = a, + @x + ayy +ax’ + asxy + )’ (11.82)

I termini costanti e lineari rappresentano traslazione e rotazioni rigide, i rimanenti
curvature costantt.

E importante che moti rigidi ¢ deformazioni costanti siano rappresentati indipenden-
temente da altri contributi. L.’elemento lineare di trave di Timoshenko (vedi esempio
11.3a) non rispetta questa condizione. Dall’approssimazione polinomiale
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X
x)y=a+a; - -

i
¢ plx) = s (bl + by X)

¢

si ottiene infatti, per le deformazioni

1 e
x(x) = — b, Hx) = N3 (@, - b)) - IE b,

1
l72
l.a curvatura flessionale costante ¢ solo apparentemente presente, in quanto risulta
proporzionale allo stesso coefficiente da cui dipende la variazione lineare dello scorri-
mento medio. Come si vedra meglio nel capitolo successivo, questa dipendenza ¢
all’origine di seri inconvenienti; in travi snelle, infatti, ¢ risulta molto piccolo e cid
impedisce all’elemento di deformarsi anche fiessionalmente.

Nel rispetto di questa prima condizione, la convergenza ¢ assicurata se P’assemblaggio
ricostruisce la congruenza, se cio¢ impone la continuita degli spostamenti (e, nei modelli
flessionali, delle loro derivate) all’interfaccia tra elemento e elemento. Elementi siffatti
sono detti conformi. La condizione implica che gli spostamenti (ed eventualmente lc
rotazioni) sul bordo dell’elemento dipendano solo dai valori nei nodi collocati sul bordo
stesso. Eguagliando, in sede di assemblaggio, gli spostamenti nodali con quelli dell’ele-
mento adiacente, si eguagliano allora anche gli spostamenti locali ovunque sul bordo.

Questo requisito pud imporre polinomi di grado piu elevato del minimo richiesto a
rappresentare moti rigidi e deformazioni costanti. Per la trave di Bernoulli-Eulero, a
esempio, occorre aggiungere alla (11.81) un termine cubico, in quanto tre soli gradi di
liberta non consentono di imporre a entrambi gli estremi la continuita sia degli sposta-
menti che delle rotazioni.

Un buon elemento, inoltre, non deve presentare direzioni preferenziali. Questo requi-
sito, detto di invarianza o di isotropia geometrica, non ¢ a rigore strettamente necessa-
rio ma resta comunque altamente desiderabile. L'isotropia geometrica & una condizione
puramente cinematica (non ha nulla a che vedere con il comportamento del materiale,
che potrebbe anche essere anisotropo) e richiede che il modello di spostamento si
mantenga inalterato se gli assi vengono ruotati. In un elemento piano, questo requisito
comporta che le due componenti di spostamento siano approssimate con gli stessi
polinomi ¢ che questi siano invarianti nei confronti di uno scambio tra x e y.

Le condizioni sopra esposte sono sufficienti per la convergenza ma non tutte a rigore stretta-
mente indispensabili. E essenziale che un elemento contenga tutti i modi a deformazione
costante, ma i moti rigidi potrebbero anche essere recuperati solo al tendere a zero delle sue
dimensioni. Alcuni elementi di guscio, pur convergenti, non incorporano tutti i moti rigidi
finché¢ si mantengono di dimensione finita.

Anche la conformita non é indispensabile, purché venga recuperata al limite dell"infittimen-
1o del reticolo. E stato a esempio proposto [13] un elemento triangolare di piastra di Kirchhoff
basato sulla (11.82), i cui gradi di liberta sono gli spostamenti trasversali ai vertici e le
rotazioni normali al bordo nella mezzaria dei tre lati (Figura 11.254). La continuita delle
rotazioni non & verificata se non in questi punti; essa € pero recuperata al limite ¢ I'elemento
in effetti converge alla soluzione corretta. La (11.81) invece non basta da sola a assicurare la
convergenza per la trave di Bernoulli-Eulero; sarebbe possibile formulare un modcllo su
questa base esprimendo, a esempio, la »(x) in funzione degli spostamenti trasversali ai due
estremi e nel punto di mezzo dell’elemento (Figura | 1.25h). E tuttavia impossibile imporre in
sede di assemblaggio la continuita delle rotazioni e lo schema discreto si riconduce a catene
di tratti tra loro incernierati (oltretutto labili) che infittiscono, anziché climinare, le disconti-
nuita avvicinando la situazione limite.
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a b)
Figura 11.25

Un semplice metodo per assicurarsi numericamente della validita di un elemento finito & il
cosidetto patch-test [8]. Esso viene effettuato su di un assemblaggio (patch) di elementi che
presenti almeno un nodo completamente interno, assoggettato a condizioni che implicano
deformazioni costanti (Figura 11.26); I’elemento supera la prova se la soluzione fornisce
localmente i valori esatti delle deformazioni. 1l patch-test non é del tutto conclusivo. Una
singola prova non ¢ significativa in quanto ¢ possibile che un determinato elemento la superi
in certi arrangiamenti ma non in altri. D’altra parte, vi sono elementi che falliscono la prova
e nondimeno convergono in determinate circostanze. E comunque generale convinzione,
suffragata da un’estesa esperienza numerica, che un elemento finito debba superare il patch-
test per essere considerato valido e che il fallimento della prova indichi un comportamento
potenzialmente problematico.

Con l'eccezione di modelli di piastra, per elementi di geometria regolare ¢ facile stabilire
approssimazioni geometricamente invarianti che includano moti rigidi e deformazioni costan-
ti e diano luogo a elementi conformi. Di fatto, questi requisiti risultano spontaneamente
verificati, quantomeno in elementi semplici. Si consideri, a esempio, il rettangolo piano in
Figura 11.8a. Riferendoci, per semplicita, a un elemento quadrato (h = ¢), I’approssimazione
polimomiale per gli spostamenti si scrive

X y Xy X Yy xy
=a + + + =b + — 4 A ke
S I N sy=bi+ by 7 bs . + b, 2 (@)

Essa ¢ simmetrica e contiene le (11.80), a ognuna delle quali aggiunge un termine bilineare
indipendente. Inoltre, le funzioni di forma (11.38) si annullano sui lati cui il nodo non
appartiene (Figura 11.8b), i cui spostamenti dipendono quindi solo dai valori agli estremi. Ad
esempio, sul lato x = ¢ essi risultano

® nodi con spostamenti imposti
0 nodi con spostamenti liberi

Figura 11.26
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: ¥ N PO 5
so(l, ¥) = (l—%)u;+7u5 so(l, y) = (l— l?)ll4+ : U b1, 2)

e sono funzione unicamente dai valori assunti nei [lodi 2e 3., agl Vestr.enfl del lato.d. ‘
Sorgono pero problemi se la geometria vit’:ne dls'l(?r(a. Si consideri | e!emento di | q:;nz

trapezoidale in Figura 11.27. L’approssimazione blllpcare (a), c_he Conl‘lCFlC'mOKl rigi lt‘

deformazioni costanti, ¢ ancora valida; traducendo il modello in termini di spostamenti

nodali, si ottiene

T T A P P A S (R
Sy = (l—7> (l— ’ug)lll + p,e (‘ y)u; ‘ng 5 ¢ .

(¢ analoga per s,). Sul lato inclinato, di equazione x = uf — (x— 1)y, risulta allora

-1 y
pol Yy P _Y = +
six=pl -y, )= A 2 (l~ g)u|+ (l E)(l p . Uy

Yy Y
+%(#—(u—l)“%)m'(n'l)T(l—*e‘>"7 ()

Per u = 1 (lato verticale) i contributi di v e u7 si annullano e la (c) si ric_ondyce all_a(}pl). Se_
pero il lato & effettivamente inclinato, i suoi spostamenti sono governati dai valori di tutti
i i i i inuita.
nodi e I’assemblaggio non ne ricostruisce la continut ) .
Sarebbe possibile definire le funzioni di forma in mo<_io da assicurare l.a cor]formlta. .La /;/,
relativa al nodo j si annulla ovunque sui due lati opposti se.la‘sua espressione evpropI(l)mona e
al prodotto delle equazioni di questi lati. Per 'esempio di Figura 11.27 si scrive allora

_] y
Nl:alor~e>t<u—1)y+x—m=(1—%> (l—%— 2 T)
Iz n

X Y
Nz = azx(f*y) = 7{- (l —T)

Xy
Ny = ayxy = TZ‘

y 1__)(,_”‘?_._]*1,) ‘ (d)
ut # 4

Ni=aayln— 1y + x—pll =p

Figura 11.27
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[ valori dei coellicienti «, sono stati fissati imponendo che risulti N, - 1 nel nodo 4. 11 modello
di spostamento

sv = Niuy + Nyuy + Nyus + Naug Sy = Nt + Naptig + Niwg + Naug (el, 2)

¢ adesso conforme. Esso pero viola la prima condizione: ¢ facile rendersi conto, a esempio,
che le (e) non incorporano le traslazioni rigide; ponendo infatti nella(e) uy = v =us=ur =4
si otticne

1-p)? oy
Se=(Ny + Ny+ Ny + NoJiu = [1 o o : (1 - v)} ii
I

il che non configura una traslazione rigida in direzione x.

In conclusione, la presenza nel modello di tutti i moti rigidi ¢ modi a deformazione
costante, la conformita e I’invarianza geometrica sono requisiti che, anche se parzial-
mente rilassabili senza inficiare la validita dell’clemento, sono altamente auspicabili.
Con ’eccezione degli elementi di piastra e di guscio, che richiedono di operare con una
certa attenzione, essi possono tutti essere facilmente incorporati in elementi di forma
regolare, quali rettangoli o triangoli piani e i loro equivalenti tridimensionali, ma non
altrettanto nel caso di geometrie distorte. Questa difficolta viene superata formulando
I’elemento in opportune coordinate intrinseche e trasferendo poi il risultato in coordi-
nate globali mediante la trasformazione detta isoparametrica.

11.4.2 COORDINATE INTRINSECHE

11.4.2.1 Definizione

Le coordinate intrinseche costituiscono un particolare riferimento locale che identifica
la posizione di un punto nell’elemento mediante numeri adimensionali. Il riferimento
intrinseco di un rettangolo piano ¢ illustrato in Figura 11.28. Lc coordinate variano tra
—1 ¢ 1 e sono legate al riferimento cartesiano (x, y) dalle relazioni

h
x:%—(l+$) y= Ut (11.83a, b)
E=22 n=22-_1 (11.84a, b)
4 h
n=1
- n
) ; il h
| ap
Ay §
X
T

Figura 11.28
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Per un elemento tridimensionale a forma di parallelepipedo rettangolo occorre ovvia-
mente introdurre la terza coordinata ¢.

La Figura 11.29a illustra invece le coordinate intrinseche per triangoli piani. La
posizione del punto P ¢ identificata dal valore delle aree A; dei triangoli che si ottengono
congiungendo P con i tre vertici del triangolo originario (A4, indica I’area del triangolo
P23). Questi valori sono adimensionalizzati sull’area totale 4 dell’elemento ponendo

Ay A, As

= Ly= p (11.85)

Nel vertice 1 del triangolo & Ly =1, L,=Ly=0; il lato 23 ha equazione L, = 0;

L, = cost identifica una retta parallela a tale lato (Figura 11.294); le coordinate del

baricentro sono L, = L; = Ly = 1/3. In ogni punto interno all’elemento ¢ 0 L; < 1.

Tra il riferimento intrinseco L; e uno cartesiano ortogonale (x, y) sussistono le
relazioni

x=Lix;+ Lyx; + Lax; (11.86a)
Y=Ly + Ly, + Lyys (11.86b)
=L+ L+ Ly (11.86¢)

dove (x;, y;) sono le coordinate del vertice ;. La (11.86¢) consegue dalle (11.85) e sottolinea
come solo due delle L; siano indipendenti; deve infatti risultare 4, + A, + A; = A.

Matematicamente, le (11.86) costituiscono la definizione delle coordinate intrinseche
(nel caso specifico, dette anche triangolari) e le (11.85) ne rappresentano ’interpretazio-
ne geometrica. Risolvendo le (11.86) per le L; si ottiene

1 1
le—il—;(a.+b,x+c.y) Lzzﬁ(a2+b2x+czy)
|
Ly=———(ay+ bix + cyp) (11.87a,-c)

2A4
dove si ¢ posto

&

a) h)

Figura 11.29
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ay = X2)y— X3 by=y2-y €= X3 X (¢ analoghe) (11.880)

e A & ’area del triangolo. Questa & a sua volta espressa in funzione delle coordinate dei
nodi dalla rclazione

I Xy R
1 W
Al oo (11.88b)
2 1 v
1 xy n

Una definizione concettualmente analoga si applica per un volume a forma di tetraedro,

11.4.2.2 Funzioni di forma

In coordinate intrinseche ogni elemento presenta le stesse dimensioni: quatunque ret-
tangolo é ricondotto a un quadrato di lato 2, cosi come qualunque triangolo assume
area unitaria. Se riferite a queste coordinate, le funzioni di forma sono quindi indipen-
denti dalle effettive dimensioni dell’elemento. )

Esse possono essere definite senza passare attraverso I’approssimazione polinomiale.
Verranno considerati elementi piani che richiedono solo ta continuita degli spostamenti
(si escludono quindi al momento le teorie flessionali). Dalla definizione (11.32a) del
modelto e dal significato delle variabili nodali, che si identificano con i valori locali nei
nodi, consegue allora che la funzione di forma N, assume valore unitario nel nodo j e
si annulla in tutti gli altri nodi. Funzioni che presentano queste caratteristiche sono
dette interpolanti ¢ le funzioni di forma sono interpolazioni polinomiali sui nodi, come
tali definibili in modo diretto. Inoltre, in elementi conformi N; si annulla ovunque sui
lati cui il nodo j non appartiene. L’interpolazione nodale consente di costruire le
funzioni di forma per elementi di ordine via via pia elevato, appartenenti a determinate
famiglie che presentano caratteristiche comuni.

Su di un segmento — 1 < £< 1, il pit semplice polinomio interpolante su r punti, noto
come polinomio di Lagrange, si scrive

P =11

k#zj

(E&:_‘i) _ &G0 D) (11.89)
-5 GG & - EE - E)

dove il simbolo IT indica “prodotto”. E immediato constatare che la (11.89) comporta
Pi(g)=1e Pi(E) =0V k.

Supponendo che i punti di interpolazione comprendano gli estremi del segmento e che
siano cgualmente spaziati, per r = 1, 2, 3 si ottienc, successivamente

,‘
i
™
ree
Il
|
—_
=
Y

:--;—(1—5), £ =1 P§:~; (1+%) (11.90a)

| ‘
r=3 &= -1 P?:-Z*E(I—E)
£=0 Pi=(1-HU+H=1-¢
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o — . l
r=4 &= -1 P'?:—'"]g'(l+3é)(l—35)(l—2)

o
b= - Pi=o o (+H(1-38(1-p

| 9
&= 3 Pt = ]'*6*(1+E)(l+3£)(1—£)
|
£=1 Pl = e (I + 57 + 3501 -3 (11.90¢)

Una combinazione lincare di tutti i polinomi di

: . Lagrange su r punti costruisce
polinomio completo di grado r-1. Precisamente g o

121 oGP =a + st + B+ ... +a, (11.91)

Per elementi monodimensionali e rettilinei a r nodi, le funzioni di forma si identificano

direttamente con i polinomi di Lagrange. Si illustrano ora le principali

clementi piani. famiglic i

A) Rettangolo piano - famiglia Lagrangiana. Per un elemento rettangolare i cui nodi

st collocano a intervalli regolari i i i
su di una maglia r x 5 (Figura 11.30) | ioni di
cano . e
forma si scrivono ¢ ) le funzion d

NAE, 1) = Ph(®) - Pity) h=1,..,r, k=1,..5 )

o o
[
o .

j
G o} Jp— —————
(h=4,k=2) !
— k=
| |
h=1 | ' | h=r=s

Figura 11.30
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Dal momento che r e s non possono esscre minori di due, 1a (/) contiene il polinomio
completo di primo grado, rappresentativo dei moti rigidi ¢ dei modi a deformazione
costante. L’clemento é conforme, in quanto la (f) prevede che N; si annulli sui lati cui
il nodo j non appartiene (in particolare, le funzioni di forma relative ai nodi interni sono
nulle ovunque sul contorno). La simmetria del comportamento nelle due dirczioni ¢
assicurata da una maglia quadrata (r = 5). La (/) allora diviene

N n) = Pi(&) - Pitn) hok=1,..,r (11.92)

Il piu semplice elemento deila famiglia presenta quattro nodi ai vertici. Per la (11.90q),
le sue funzioni di forma risultano

1 1
Ni=-, (=50 No=, (8-

1 1
Ny=-p (1 + (1 + 1) No=-p (-8 +m) (11.93)

Si osservi che le (11.84) riconducono le (11.93) alle (11.38b), indipendentemente definite
nel Paragrafo 11.2.1.

E facile in questo modo generare le funzioni di forma di validi elementi di qualunque
ordine, con m = nodi (nel seguito, indicati con L,,, dove il simbolo L indica la
famiglia Lagrangiana e m il numero di nodi). Come la (11.91) evidenzia, il polinomio
approssimante ¢ successivamente bilineare, biquadratico, bicubico,.... Esplicitamente

Ly:si& n)=a + ak+ aym + asdy (11.940)
Ly:s(¢, m=a +amt+am+ @’ + astn + agn’ + ar iy + agkn’ + ask'y’ (11.94b)

Ly : s{&, 1) = cubica completa + ay, &9 + 1,89 + apéy’ +
+aut'n + asEn’ + at'n’ (11.940)

Se di ordine elevato, gli elementi Lagrangiani presentano un certo numero di gradi di
liberta poco efficaci. Innanzi tutto, per r = 3 essi comportano nodi interni, che in sede
di assemblaggio non si connettono con gli elementi adiacenti ¢ governano modi defor-
mativi confinati nell’elemento e quindi molto localizzati. Inoltre, la capacita di appros-
simare I’andamento effettivo degli spostamenti é associata al grado del polinomio
completo presente nel modello e nelle (11.94) questo é ridotto in relazione al numero di
termini; ad esempio la (11.94¢), relativa all’elemento L, ¢ completa solo fino al terzo
grado pur contenendo 16 termini, uno piu di quanto richiesto per rappresentare il
polinomio completo di quarto grado.

Un'espressiva visualizzazione di questo-aspetto & costituita dal triangolo di Pascal
(Figura 11.31); la sua n-sima riga riporta’i termini del polinomio omogeneo di grado
n— 1. Quelli incorporati dagli elementi Lagrangiani si collocano al di sopra delle linee
tratteggiate. Un clemento con m = 7 nodi contiene solo il polinomio completo di grado
r—1, mentre ben (7 —r)/2 termini sono dedicati a contributi di ordine superiore che,
non pervenendo a completare polinomi di grado pit elevato, sono poco efficaci al fine
di migliorare I’approssimazione.
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\
gs £°n ghn? \g £2nt &nd n°

Figura 11.31

B) Rettangolo piano - famiglia Serendipity. Si possono formulare, anche se non in
modo altrettanto sistematico, elementi rettangolari che riducono questi inconvenienti.
Scelta la disposizione dei nodi, se possibile posizionati esclusivamente sul contorno, si
assume per la funzione di forma N{£) un’espressione proporzionale al prodotto delle
equazioni di rette passanti per i nodi rimanenti, il che assicura il rispetto del requisito
Ni&) =0V k=je,seil prodotto comprende le equazioni dei lati che non passano per
il nodo, la conformita dell’elemento. La condizione Nj(é'j) =1 fissa il coefficiente di
proporzionalita. ‘

Questo modo di procedere non garantisce di per sé la validita dell’elemento. Occorre
ricostruire lo sviluppo polinomiale cui le funzioni di forma corrispondono, onde assicu-
rare la presenza del polinomio completo di grado piu alto compatibile con il numero di
nodi e I'isotropia geometrica del comportamento (un limitato numero di nodi interni
puo rendersi necessario per imporre il rispetto di questi requisiti). Gli elementi vanno
quindi definiti uno alla volta per tentativi ¢ il passaggio da un membro della famiglia
al successivo non ¢ automatico. Il nome allude infatti ai principi di Serendip, noti, a
detta dell’intellettuale inglese del 700 Horace Walpole, per le loro scoperte essenzial-
mente dovute al caso [4]. Questi elementi saranno indicati con S,,, dove 'indice m si
riferisce sempre al numero di nodi.

1l primo membro della famiglia é ancora I’elemento a quattro nodi. 1 lati opposti al
nodo 1, dicoordinate £ = —1,np= -1, hannoequazioni l — g =0¢ 1 - £ = 0 (Figura
11.28). Si assume pertanto

Ni(&, 1) = a(l - £t -n) )

La condizione N;(—1, —1)=1 implica « = 1/4. E evidente che si riottengono le
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(11.93). Dette (£, n)) le coordinate del nodo j, queste si scrivono compattamente come
segue

!
Sat Ntk m) = (1 + E5)(1 + ) (11.95q)

L’clemento successivo presenta quattro ulteriori nodi nella mezzaria di ogni lato. Le
rette il prodotto delle cui equazioni esprime le funzioni di forma sono indicate in Figura
11.32a per un nodo di vertice e in Figura 11.32b per uno di lato. Risulta

- . 1
Sy @ nodi di vertice: N,(&, 4) = ") (L + EE)(L + g )& + gy — 1)

nodi di lato: & =0: Ni(&, 9) = ;* (1= 8)1 + 9m)
i
=0 N ) = (0 + £ -n) (11.95b)

Si ottengono gli andamenti illustrati in Figura 11.32¢, d, che prevedono variazioni
paraboliche sui lati.

Le disposizioni dei nodi dei due successivi elementi della famiglia sono illustrate in
Figura 11.33. I termini considerati dai loro sviluppi polinomiali si collocano al di sopra
delle linee a tratto pieno in Figura 11.31 e comprendono, in successione, polinomi
completi di primo (S4), secondo (Sg), terzo (S;) e quarto grado (S,7), con ’aggiunta di

1_§:0 1—§=O
1=n=0 , [
— 1-n=0
— 1+n=0
8

Figura 11.32
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312 Sll
1 L 4 L 2 1
13 " 1/2 n
b, 0 i
-1/3 g
—1/2 5
-1 ® ® -1
-1 =13 13 1 -1 -1/2 0 12 1
Figura 11.33 a) b

un limitato numero di termini di ordine superiore. L’ultimo elemento richiede un nodo
interno per completare il polinomio e conservare la simmetria nelle due direzioni.

C) Triangolo piano. 1l procedimento ¢ applicabile anche per elementi triangolari. Co-
me la Figura 11.294 illustra, I’equazione del lato opposto al vertice j € L; = 0, mentre
L; = cost & quella di una retta parallela a tale lato. Le funzioni di forma si generano
moltiplicando tra loro equazioni di questo tipo.

La Figura 11.34 illustra i primi tre membri della famiglia, rispettivamente i triangoli
a tre (T3), sei (Ty) ¢ diceci (Tyo) nodi. Nel primo caso i nodi coincidono con i vertici e la
funzione di forma relativa a ognuno di essi € semplicemente I’equazione del lato oppo-
sto (Figura 11.34q). Dal momento che & L; = 1 nel vertice j, risulta

T‘:N|=L| NZZLz, N]—':L_'( (1]96(1)

Il secondo elemento presenta due tipi di nodi, di vertice e di lato. Le funzioni di forma
si ottengono dal prodotto, nel primo caso delle equazioni delle due rette parallele L, = 0
e L;—.5 = 0, nel secondo di quelle dei lati cui il nodo non appartiene (Figura 11.34b).
Si ottiene

Ts : nodi di vertice: Ny =Q2L,-1)L, (e analoghe)
nodi di lato: Ns=4L,L, (e analoghe) (11.96b)
Al solito, il coefficiente moltiplicativo & fissato imponendo che la funzione di forma

assuma valore unitario nel nodo. Procedendo in modo analogo si ottiene per il terzo
membro della famiglia (Figura !11.34c)

1
T: nodi di vertice: N, = EY L,3L,-1(3L;-2) (c analoghe)

9
nodi di lato: Ny = A'2>--L.L2(3L| -1 (e analoghe)
nodo centrale: N =27L,L,L; (11.96¢)

L’elemento T, richiede la presenza di un nodo interno perché uno sviluppo polinomiale
di soli nove termini non pud essere contemporancamente completo al secondo grado e
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Figura 11.34

invariante rispetto a uno scambio tra x ¢ y. La sua introduzione consente di completare
il polinomio cubico. In effetti, un’importante proprieta di questa famiglia ¢ che il
polinomio approssimante ¢ sempre esattamente completo (i termini considerati sono
quelli al di sopra delle linee a tratto-punto in Figura 11.31). Ogni elemento viene
generato “orlando” quello di ordine immediatamente inferiore con un nuovo lato che
presenta un nodo in piu. I nodi di vertice sul vecchio lato divengono nodi di lato e quelli
di lato nodi interni (I’elemento T\, a esempio, richiede tre nodi interni).

Quanto detto per elementi piani si applica con ovvie modifiche ai loro equivalenti tridimensio-
nali. Alcune differenze sorgono invece nel caso delle teorie flessionali, in quanto le variabili
nodali non si limitano ai soli spostamenti ma includono anche le rotazioni. Cio impedisce di
trasferire le funzioni di forma precedenti in questo ambito. Ad esempio, per I'elemento
flessionale di trave in Figura 11.9 occorre definire in ognuno dei nodi due funzioni di forma,
relative ai gradi di liberta spostamento e rotazione. La prima vale uno nel nodo, zero nell’altro
nodo e le sue derivate si annullano in entrambi; la seconda ha invece valore nullo ¢ derivata
unitaria nel nodo cui si riferisce e si annulla con la derivata nell’altro (Figura 11.10).
Sul dominio monodimensionale — 1 < £ < | il modello piu semplice risulta

1 . 1 ,
Ni® = 2-3¢+ ) N:(E)=7((l~£—£“+é‘)

Ny() = % Q+3:-8) Nu(E) = %— (~1-¢t+E+ 8 (11.97)

espressioni che si riconducono alle (11.41a) sostituendo la (11.84q) per &.

L’estensione al caso bidimensionale non ¢ immediata. E stato proposto un elemento rettan-
golare di piastra di Kirchhoff le cui funzioni di forma sono i prodotti delle (11.97) nelle due
direzioni. L'elemento ha 12 gradi di liberta (¢ non 16) in quanto gli spostamenti trasversali si
identificano ai vertici. Lo sviluppo polinomiale mostra tuttavia che il termine &7 non &
indipendente da altri contributi; I’clemento duindi non pud essere considerato valido perché
incapace di rappresentare curvature torsionali costanti.

Elementi flessionali di piastra vanno formulati caso per caso. Ne sono stati sviluppati molti,
sia rettangolari che triangolari. In generale la piena conformita, che richiede anche alle
derivate normali di essere continue attraverso I’interfaccia tra due elementi adiacenti, compor-
ta un ordine elevato. Esistono peraltro elementi semplici che, anche se non conformi, danno
buoni risultati.
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11.4.3. ELEMENTI ISOPARAMETRICI

La discussione del caso di Figura 11.27 ha messo in luce le difficolta connesse con la
formulazione diretta di validi elementi finiti di geometria non regolare. Queste vengono
superate formulando I’elemento in coordinate intrinseche (il cosidetto elemento genito-
re) e riportandolo alla geometria effettiva mediante una corrispondenza biunivoca del
tipo

L
{X]:fm oppure mzf L (11.984, b)
n L,

La corrispondenza (11.98a) pud essere convenientemente stabilita ponendo
x(&, 1) = Nil§, mXo + No(§, X + ..+ N X, (n1)
yED=NE DY+ NE DY+ + N )Y, (h1)
dove N,(£, 1) sono le funzioni di forma dell’elemento genitore, come definite nel

paragrafo precedente, e (X;, Y)) le coordinate dei nodi nell’elemento effettivo. In forma
compatta le (h) si scrivono

{;(E. n)} — NG, )X, Y. (11.990)
&
dove si € posto v
X
NV N0 0]; X, =4t b v,- ;'1 (11.99b, ©)
0 ... 0 N ... N, X, Y.

Le (11.99) definiscono la posizione x di un punto nell’elemento in funzione delle
coordinate dei suoi nodi. Si osservi che il ruolo di riferimento locale & interpretato dalle
coordinate intrinseche, per cui gli assi cartesiani (x, y) possono essere fatti coincidere
con quelli del riferimento globale della struttura. La geometria dell’elemento genitore
¢ distorta allo stesso ordine con cui gli spostamenti sono rappresentati al suo interno.
La Figura 11.352 mostra il risultato dell’operazione per un genitore Sy = Ly : le.sue:
funzioni di forma (11.93) variano linearmente sui lati € le (11.99) possono quindi
trasformarlo in un quadrilatero i cui lati si mantengono rettilinei. Elementi con l.ati
curvi possono essere prodotti a partire da genitori di ordine piu elevato. Ad esempio,
le funzioni di forma dell’elemento Sz variano quadraticamente sui lati € le (11.99)
permettono di trasformarlo in un quadrilatero i cui lati si atteggiano secondo [.)ara.bole
(Figura 11.35b; in entrambi i casi, sulle linee tratteggiate una delle coordinate intrinse-
che assume valore costante).

Le deformazioni sono derivate degli spostamenti rispetto alle coordinate effettive (x,
v). La matrice B che ne governa I’andamento attraverso la (11.32h) € infatti

aN,/dx 0 aN,/dx 0 S
B(x) = 0 AN,/dy 0 IN/By ... (11.100)
AN,/dy 8N,/dx 0ON/3y 3dN,/dx
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(—1.1) (11)

(—1,-1) (1,—-1) x=X

b)

Figura 11.35

Per risalire dalle N(&, n) alle N,/0x, aN,/dy occorrerebbe disporre Qella (rasformazioj
ne inversa detla (il.99), in generale non esprimibile in fonrma chiusa. La regola di
derivazione di funzioni di funzione permette tuttavia di scrivere

N, N, ax OGN, dy AN, N, dx aN B,

ot ax ot 3y At an  ax om 3y I

0, compattamente

ON/ag) _ [ax/0t ay/ag] [aN,/ax} (11.101)
AN, /dn dx/dn Ady/dn| (ON;/dy
dove
J - [xvat ay/asz} (11.102)
ax/dy  ay/dn

& la matrice Jacobiana della trasformarione. Si osservi che per le (11.99) si puo scrivere

AN, ax Z N,
32 :/2‘| 3t X; AL !
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dy S ay S AN, .
Sz ), —ty S = D hy
Al TR o= Y v
per cui la (11.102) si esprime
X, v
[aNyzag aNysaE ..
"‘[aN./an ONy/dn ] X ’? (1.103)

La matrice J puo essere pertanto calcolata a partire dalle (11.99) e, se la trasformazione
non ¢ singolare, risulta invertibile. Dalla (11.101) si ottiene quindi

aNy/ox| . {ON/0¢
{6N,/ay} =dJ [aN,/an (11.104)
it che permette di esprimere le componenti della matrice B, come definita dalla (11.100).

Il calcolo delle proprieta dell’elemento richiede integrazioni da effettuarsi sul domi-
nio cffettivo. La matrice di rigidezza, ad esempio, si esprime

k= f!B’(x)dB(x)dA (11.105)
A

dove A ¢ I’area dell’elemento effettivo e ¢ il suo spessore. E peraltro noto dall’ Analisi
Matematica che vale la relazione

1 1
fG(x) dxdy:f f JG (§)dtdy (11.106)
A 1 d oy

dove ) 3 5 3
x dy y  dx
J=det)=— ——-— — 11.107
et(J) 3 an  9F an ( )
¢ il determinante della matrice Jacobiana (11.102) (spesso indicato semplicemente come
lo Jacobiano) e ‘

G(&) = G(x(£) (11.1084)
Ai fini del calcolo della matrice di rigidezza (11.105), ovviamente si assume
G(§) = 1B'(§) dB(£) (11.108b)

con é({) definita a partire dalla (11.104). Se lo spessore t o le proprieta elastiche del
materiale sono funzione del punto, vanno anch’esse tradotte in coordinate intrinseche
mediante le (11.99). Si osservi che dalla (11.106) si ottiene, in particolare

-
A= fdxdy = { f Jdtdn (11.109)
A Jogd o

L.’integrale dello Jacobiano € quindi pari al’area dell’elemento effettivo.

Il procedimento ¢ concettualmente semplice, ma non lo ¢é altrettanto ’espressione
analitica della matrice G(&). L’integrazione in forma chiusa della (106) di fatto non ¢
praticabile ed ¢ necessario ricorrere a metodi di integrazione numerica. Questi, peraltro,
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si rivelano operativamente molto semplici, non richiedendo neppure di dcfu.nrc esplici-
tamente la matrice integranda, e si applicano senza differenze per qualsiasi clemento,
anche non omogeneo o di spessore variabile.

Si sviluppano ora, a scopo puramente illustrativo, i dettagli delie operazioni .Cl']C co_nscn.lireb-
bero di esplicitare la (11.1085) per un elemento piano. St ponga, per semplicita di scrittura

N, ={. aN/ax ..\ N, =1. oN/dy ..} (11.110q)
N,={. aN/dE... | N, =1. aN/oy ..} (11.1106)

Se i gradi di liberta vengono rinumerati in modo che in ¥ appaiano per prime le componenti
orizzontali, ’espressione (11.100) di B diviene, ricordando le (11.110q)

N O (1.111)
B(X, y) 0 N,v
N/ N’

¥ v

D’altra parte, per le (11.1106) e (11.99¢), la (11.103) si scrive

N, | N X N{Ey,,] -
J =[N":| [xn Yn] —.|:N.',,Xn Nf,, Y, (11 12(1)

Nel caso piano, J & una matrice 2 x 2, facilmente invertibile in forma chiusa. Introducendo
la matrice emisimmetrica

n=N,N{-N:N,=-n' (11.1125)
il determinante della (11.112a) si scrive
J=YnX,=-X,nY, (11.112¢)
e I’inversa si esplicita come segue
Jl= '4[ Y'",Nv" “Y"N'f] (11.112d)

La (11.104) quindi diviene

Nl T vin, —viNG [N T vin (11.113)
NOIT T -XoN, XLNL [N TS —Xin

con n e J definiti dalle (11.112b, ¢). Sostituendo nella (11.111) risulta

t o' -

~ ]

B, m= - 0  -Xin|-' Bt w (11.114)
J1 Xon Yia 4

E questa un’espressione esplicita della matrice B(&, ), da cui si pu(.) risalire ‘alla rqatrice di
rigidezza attraverso te (11.109) e (11.106). L’integrando di quest’ultima relazione risulta

“ ~ A 1
JG (&, n) = J1B'(E, n)dB(E, ) = ; (B n/dB, (£ ) (11.115)
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Le componenti di B, sono polinomi, ma lo € anche I'espressione (11.112¢) di J, che nella
(11.115) appare al denominatore. Se d ¢ f sono costanti, I'integrazione in forma chiusa ¢ a
rigore possibile, ma costituisce una prospettiva quantomeno poco allettante.

Con riferimento a un genitore a quattro nodi, differenziando le (11.93) si ottiene

I
Ne=(=(=n) (=) (+m ~(1+n)
4

No= 1 (-9 -(+9 (+p -l (11.116a)

¢ la matrice (11.11254) risulta

| 0 ~(-n ¢-» (-9 |

.| d-m 0 ~(1+8 (E+7)

"R -¢-n a+p 0 —U4m (11.1168)
“(-8 —¢+n U+ 0

Se I'elemento effettivo ¢ il rettangolo di Figura 11.28, le coordinate dei nodi risultano
X,=00 11 0 Y. =h0 0 1 1) (k)

Le (11.99) si riconducono allora alle (11.83). La matrice Jacobiana ¢ adesso costante e vale

J= [e(/)z h(/)z] n

Il suo determinante J = ¢h/4 & pari a un quarto dell’area dell’elemento. Le (11.104) sono ora

gl\_/,_LM§§+LM6n 2 9N, dN; ON; 3¢ oN; an 2 AN,

= =- = — = 02
dx 3¢ dx dIn ox ¢ ¢ dy 3t dy dn Iy h 9y 2)
espressioni direttamente ottenibili dalle (11.84), che rappresentano la trasformazione inversa

della (11.99), in questo caso immediata.
Questo, tuttavia, ¢ solo un caso particolare. Con riferimento all’elemento trapezoidale in

Figura 11.27, si ha per le coordinate dei nodi

X,=0{0 x 1 0 Yi=¢0 0 1 1} (m)

Dalle (11.112¢), (11.113) ¢ (11.114) sj ottiene allora

2

[4
-/=?[(l+u)+ﬂ(|‘u)] (m)
¢
Y'nn=’é’1*(l*n) (I-n) (I+n) —(1+79) (ol)

¢
*X'nn=-‘8 U-0-9 -+ d+H a-H+
+(=-pll-n 0 -(+HE+n) (02)

Sostituendo nelle (11.113) e confrontando con le (11.116a) si evince
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t
No- oy =y
J CIC+ p) 4 n(E - )
| | (t-m)
4 R 0
N,= —— X = - N+
' J ( ) T+ )+ (- ) " 4 -1+
(E+m)
Si lascia come esercizio lo scrivere per esteso 'espressione (11.114) di B ¢ quella della matrice
(11.115), il cui integrale produce la rigidezza elastica dell’elemento.

Le (11.99) definiscono la trasformazione detta isoparametrica. La sua principale attrat-
tiva risiede nel fatto che essa conserva le caratteristiche dell’elemento genitore, almeno
quelle che ne assicurano la validita. In particolare, ¢ stato dimostrato [8] che si conser-
vano la continuita degli spostamenti all’interno dell’elemento, la capacita di rappresen-
tare moti rigidi e deformazioni costanti e la conformita (tali caratteristiche devono
ovviamente essere presenti nell’elemento genitore). Non mantengono la stessa natura i
modi che controllano deformazioni variabili col punto, ma cid non é richiesto dalle
condizioni di convergenza. Un valido elemento genitore si traduce quindi in un valido
elemento isoparametrico.

La formulazione permette di generare elementi di qualunque forma distorcendo la
geometria dell’elemento genitore al grado permesso dalle sue funzioni di forma. Esisto-
no in realta alcune limitazioni all’entita della distorsione geometrica che pud essere
introdotta. La corrispondenza (11.99) deve essere ovunque biunivoca e questa condizio-
ne puo risultare violata per geometrie molto contorte. Anche se cid non si verifica, una
distorsione eccessiva puo essere fonte di cattivo comportamento dell’elemento.

I termine isoparametrico indica che la trasformazione geometrica e il modello di
spostamento sono controllati con lo stesso numero di parametri. E possibile formulare
elementi iperparametrici, in cui {a trasformazione geometrica ¢ di grado piu elevato che
non il modello di spostamento. Cid pud essere realizzato, a esempio, utilizzando nelle
(11.99) le funzioni di forma dell’elemento S e applicando la trasformazione all’elemen-
to S,, che viene cosi a essere distorto in un quadrilatero con lati curvi. Questo procedi-
mento non conserva a priori la validita dell’elemento e la sua applicazione ¢ limitata a
alcuni casi particolari. Si possono anche formulare elementi ipoparametrici, che vinco-
lano la geometria pit di quanto concesso dalle funzioni di forma. Essi, tuttavia, non
richiedono una trattazione apposita; imponendo, a esempio, che i tre nodi su ogni lato
dell’elemento S stano allineati tra loro, la formulazione isoparametrica lo trasforma
infatti in un quadrilatero con lati rettilinei.

Quanto detto per elementi genitori di forma quadrata si applica anche per elementi triangola-
ri. Occorre tuttavia tener presente che soto due delle coordinate intrinseche L, sono indipen-
denti, sussistendo tra di esse il legame (11.86¢). Si pud peraltro porre, ad esempio

Li=% Ly=n [ai=1-Ft—7q (11.117a)

e quindi scrivere, con riferimento a una gualungque funzione f(L))

WS A ALy of S AL, A o (11.117b)
i dL. ar AL, AL, an AL, an AL, 3L, ’
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1.a matrice Jacobiana (102) diviene quindi

J= x/dt Ay/dE| _ |dx/3L,—ax/dLy dy/3Ly-3dy/dl, (11.118a)
“|ax/ay dy/dn| " lax/dL,—9x/3Ly 3y/dLy~dy/dls :
¢ in tuogo della (11.104) si ha adesso
aN;/ax| -1 YON;/0L— ON;/dLy (11.118b)
IN;/Iy) AN;/Ly— dN,;/dLs ’

Una seconda differenza riguarda il dominio di integrazione, ora triangolare. La (11.106)
andrebbe sostituita dalla relazione

1 [ SR
fG(x)dxdy= f f JG(L[, Lz, L3 = l'—L|—Lz)dleL2 (11.119)
A 0 0

Anche questa espressione deve essere integrata numericamente. A questo scopo sono disponi-
bili formule che operano direttamente in coordinate triangolari.

La (11.106) (o 1a (11.119), per genitori triangolari) consente anche il calcolo dei vettori delle
forze nodali equivalenti a deformazioni o sforzi iniziali e a forze di volume. In luogo della
(11.108b) si ha ora

G(x)=1[B'(dJ-{) + N'F] (11.120)

Concettualmente simile ma operativamente pit delicato ¢ il calcolo delle forze nodali equiva-
lenti a trazioni superficiali. Per i dettagli, si rimanda alla letteratura specialistica [7]. L’esten-
sione al caso tridimensionale richiede solo ovvie modifiche.

11.4.4 INTEGRAZIONE NUMERICA

Nelle formulazioni a elementi finiti, 1a strategia di integrazione numerica di gran lunga
pit usata ¢ quella nota come quadratura di Gauss. Un integrale sul dominio monodi-
mensionale — 1 < £ < 1 viene approssimato dalla sommatoria

G

1
f SEYE=wif(E) + wof (B + .. = 25 wf(5) (11.121)
-1 e =

dove £, sono le coordinate di opportuni punti nell’intervallo (in gergo punti di Gauss)
¢ w, coefficienti moltiplicativi, o pesi. I primi si identificano con gli zeri del polinomio
di Legendre di grado G (da cui il nome di formula di Gauss-Legendre con cui € nota la
(11.121)) e i pesi relativi a ognuno di essi sono gli integrali dei polinomi interpolanti sui
punti di Gauss [14]. Precisamente

l —
Wy = f powar PO =T -8 (11.122a, b)
J hg (Eh—fg)

L.a formula integra esattamente un polinomio di grado 2G - 1. Testi sia di calcolo
numerico che specificamente dedicati agli elementi finiti riportano le coordinate dei
punti di Gauss e i relativi pesi per G anche molto elevati. Per G <5, essi sono elencati
in Tabella 11.3 a dieci cifre significative.
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Tabella 11.3

G & Wy
1 .0 2.0
2 +.57735 02692 1.0
3 +.77459 66692 .55555 55556
0 .88888 88889
4 +.86113 63116 34785 48451
+.33998 10436 65214 51549
5 +.90617 38459 23692 68851
+.53846 93101 .47862 86705
0 56888 88889

1 significato dell’approssimazione pud essere colto considerando il caso G = 1. 1l polinomio
di Legendre di grado uno ¢ Ly(¢)=¢ E allora £, =0¢ P} =1, da cui si ottiene, per la
(11.122a), w; = 2. La (11.121) diviene allora

1
f fdE=2- f(0) @
-1

L'integrale é sostituito dal valore di f nel punto medio dell’inte‘rvallo,. molt‘iplicato'per la
lunghezza dell’intervallo stesso. Esso ¢ esattamente valutato se f ¢ funzione lineare di .

La (11.121) generalizza la (p) e consente di migliorare I’approssimazione incrementando il
numero di punti. Il polinomio di Legendre di secondo grado (L= 1— 3¢%) si annulla per

fi=—-1/3efh= 1/+/3. Le (11.122b) risultano allora
Pi= % -39 P22=%(1 +VB) @

e dalla (11.122a) si ottiene w;, = w; = 1. Con riferimento al generico polinomio di terzo grado
S(B) = ay + @t + mt? + auf’, 1a (11.121) fornisce

Py

a a a. a> 017 JA_- _
Z:I Wy flEe) = l("l - _\/23" + T—j\’}?) + I(ax + :7 + 3 + 3\/3) =

e
2 1

=+ 4= f S(&)dt {r
|

2
vale a dire il valore esatto dell’integrale, come asserito. Per G = 3 & invece Ly(§) = & — .6)
erisulta £y = —V.6, £, =0, & = V.6 ¢ wi = wy = 5/9, w, = 8/9. Opcrando con questi valori,
la (121) calcola esattamente P’integrale di un polinomio di quinto grado.

Su di un dominio quadrato — 1 < £< 1, — 1 <y <1, Pintegrale della funzione f(£, 1) si

calcola come segue

ropt ', ", G
f f S(&, n)didn = f [L we f(Eer n)]dn= LI Wi LZ‘. we f(Ee nh)] =
1Y -1 ! h =
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H G

=2 ,2:. Wi We S (Eer 1) (11.123)

h=1

Di regola, si assume G = H, il che assicura uguale precisione nelle due direzioni. In tal
caso, la (11.123) integra esattamente un polinomio di grado 2G — | in ciascuna direzio-
ne.

Questa relazione ¢ direttamente applicabile se I'elemento genitore ¢ quadrato. Nel
caso di elementi triangolari, occorre tener conto del fatto che i limiti di integrazione
sono essi stessi funzioni del punto. Sono peraltro state sviluppate formule di quadratura
che consentono di integrare direttamente su di un dominio triangolare di area unitaria
una funzione f(L,, L,, L3). Esse presentano struttura analoga alla (121); precisamente

g=1

/,‘\ f(Ll’ LZ' LJ)dA Z wgf(LIg: LZg: ng) (11]24)
A=1

dove A4 = 1 ¢ I’area dell’elemento genitore.

La posizione dei punti di integrazione nelle formule pit semplici & schizzata in Figura
11.36 e i relativi valori sono riportati in Tabella 11.4 (per G = 6 questi vanno considerati
puramente indicativi, in quanto cinque sole cifre significative non sono sempre in grado
di assicurare una precisione adeguata; tabelle piul complete si trovano in vari testi (4,7]).
Si osservi che i punti sono simmetricamente posizionati su di un triangolo equilatero (la
molteplicita indica il numero di volte in cui i punti compaiono con valori delle coordi-
nate permutati ciclicamente) e che per lo stesso valore di G sono a volte possibili
collocazioni alternative anche se equivalenti. Con questi dati, la (11.124) integra esatta-
mente polinomi di primo (G = 1), secondo (G = 3), terzo (G = 4) e quarto (G = 6) grado
nelle coordinate intrinseche L; (la presenza di un peso negativo sconsiglia 'uso della
formula G = 4).

Si osservi che sia la (11.121) che la (11.124) integrano esattamente, per qualunque G,
la funzione /= 1. La somma dei pesi deve quindi risultare uguale alla lunghezza dell’in-
tervallo o all’area (unitaria) del triangolo genitore. Risulta infatti, nei due casi

(11.125a, b)

flld£=iwg=2 ‘/;dA Zw_1

g=1

g=1
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Figura 11.36
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Tabelia 11.4

G molteplicita Lyg Lag Ly Wy
1 1 1/3 1/3 1/3 1.
3a 3 213 1/6 116 1/3
3b 3 0 1/2 112 1/3
4 1 113 1/3 1/3 -27/48
6/10 2110 2110 25/48
6 3 .81685 .09158 .09158 10995
3 .10810 44595 44595 22338

Quanto detto per elementi piani vale, con ovvie modifiche, per i loro equivalenti
tridimensionali. Per i dati relativi a genitori a forma di tetraedro si rimanda a testi
specialistici.

11.4.5 CONSIDERAZIONI GENERALI SUL PROCEDIMENTO

L’integrazione numerica rende operativamente possibile la formulazione isoparame-
trica. Il procedimento viene qui riassunto con riferimento al calcolo della matrice di
rigidezza di elementi piani derivati da genitori quadrati. Le modifiche necessarie per la
valutazione delle forze nodali e/o per il caso di genitori triangolari sono tuttavia
abbastanza immediate. Le informazioni necessarie sono limitate ai valori X, Y;
(G =1, ..., r) delle coordinate dei nodi dell’elemento effettivo e alle espressioni delle
derivate dN,/3%, AN;/3y delle funzioni di forma dell’elemento genitore (per I’elemento
S., ad esempio, esse sono fornite dalle (11.116a)). Queste ultime vengono valutate nel
punto di integrazione (&, 14) € cid permette di calcolare mediante la (11.103) la matrice
Jacobiana J(£,, 74). Essa puo essere numericamente invertita € su questa base si risale,
attraverso la (11.104), ai valori di 3N;/3x, dN;/dy nel punto. Sostituendo nella (11.100),
si definisce quindi la matrice B(%, 7,). Pure immediato ¢ il calcolo def determinante
J(&gs w)-

La matrice di rigidezza si ottiene approssimando P’integrale (11.106) mediante la
(11.124). Risuita

G [}
k= Z} hz. wow J(&, 1) G (&, 1) (11.126a)
Gt mi) = (B' (&, n)dB (G, 1) (11.126b)

In generale, anche d e f possono essere funzione del punto.

H risultato ovviamente dipende dal numero G di punti usati per I’integrazione nume-
rica della (11.106). Dal momento che le componenti della matrice integranda non sono
espressioni polinomiali, le (11.126) comportano comunque un’approssimazione, che is
linea di principio migliora al crescere di G. Peraltro, 'utilizzo di un numero troppo
elevato di punti non solo aumenta I’onere computazionale ma produce anche elementi
cccessivamente rigidi, soprattutto se la distorsione geometrica € notevole.
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1! numero massimo di punti di fatto impiegato ¢ quello che consente (per d e ¢
costanti) di integrare esattamente I’elemento genitore. Si parla in tal caso di integrazio-
ne completa, anche se per elementi distorti il risultato ¢ comunque approssimato. Per
gli elementi S; e Sy un’integrazione completa richiede di operare, rispettivamente, su
reticoli 2 X 2 e 3 x 3. In alcuni casi puo pero rivelarsi preferibile ricorrere a integrazioni
ridotte, basate su di un minor numero di punti, che compensano I'cccesso di rigidezza
insito in geometrie distorte.

E quindi importante stabilire il numero minjmo di punti necessario a non compro-
mettere la validita dell’elemento. Con riferimento ad analisi elastiche € richiesto che la
formula di integrazione calcoli esattamente il volume dell’elemento [4]. In elementi
piani derivati da genitori quadrati, deve pertanto risultare, senza approssimazioni

| t G G

f f 1(&, n)J(&, n)dtdn = RZI g 11 We Wi t(Ee, nn) (&g, 11) (11.127)
1Y =1 h=

Nell’elemento S, lo Jacobiano J & bilineare: se ¢ € costante un unico punto di Gauss ¢

quindi sufficiente ad assicurare il rispetto della condizione. Per I’elemento Sg occorre

invece operare su di un reticolo 2 X 2.

Questi valori minimi non sono perd sempre applicabili. L’integrazione ridotta annul-
la la rigidezza relativa ad alcuni modi deformativi e, se il numero di questi modi &
elevato, la matrice di rigidezza dello schema discreto risulta mal condizionata, quando
non addirittura singolare. Questo aspetto verra esaminato in dettaglio nel prossimo
capitolo; ci si limita qui ad affermare che un solo punto di integrazione ¢ in genere
inadeguato per ’elemento Sy, mentre un integrazione 2 x 2 produce solitamente buoni
risultati per ’elemento S , anche se geometrie particolari rendono preferibile un’inte-
grazione completa. Per i due pit semplici elementi derivati da genitori triangolari, il
numero minimo di punti si rivela G = 1 (elemento T3) e G = 3 (7) e assicura un’integra-
zione completa.

L’approccio isoparametrico formula le proprieta dell’elemento in coordinate globali.
Si pud quindi effettuare direttamente I’operazione di assemblaggio e risovere il sistema
che ne risulta per gli spostamenti nodali U. Per completare la soluzione occorre ancora
determinare lo stato di sforzo. Questo si calcola utilizzando I’equazione (11.76) che
esprime il legame elastico, qui riscritta nella forma

a(H) =d(B(HU-IH + {H i (11.128)

dove u = L, U ¢& il vettore degli spostamenti nodali dell’elemento.

L’andamento locale degli sforzi (11.128) puo essere anche grossolanamente errato.
La Figura 11.37 mostra quello in direzione x delle 7,, in una mensola schematizzata con
elementi Sg. Le tensioni presentano variazioni paraboliche all’interno di ogni elemento
e i loro valori possono essere considerati corretti solamente in media.

Operativamente, gli sforzi vengono calcolati solo in determinati punti, da cui si si
risale ai valori locali per interpolazione. E evidente che una cattiva scelta dei punti pud
portare a risultati inaccettabili; gli sforzi, tipicamente, sono molto male approssimati
nei vertici dell’elemento e una ricostruzione dell’andamento a partire da questi valori
¢ assolutamente inadeguata. Indagini effettute con riferimento agli elementi di piu
comune impiego hanno consentito di identificare punti particolari in cui gli sforzi locali
sono calcolati essenzialmente con la stessa precisione degli spostamenti nodali. In
genere questi coincidono con i punti di Gauss necessari a assicurare la validita dell’ele-
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vy
Figura 11.37

mento. In elementi quadrangolari, gli sforzi sono quindi accurati nel baricentro dell’ele-
mento S, € nei punti del reticolo 2 x 2 per I’elemento S (nell’esempio di Figura 11.37,
essi sono indicati con x ). Diversi ragionamenti permettono di stabilire il carattere
privilegiato di questi punti. Si puo assumere un andamento pit “liscio” per gli sforzi
locali e minimizzare lo scarto quadratico medio rispetto alla (11.128) [9]; oppure ricerca-
re i punti che darebbero gli stessi sforzi se gli spostamenti fossero di ordine pil elevato
[10]; o anche riconoscere che gli sforzi in questi punti assumono il significato di variabili
generalizzate associate al modello cinematico [11). In ogni caso, per essere attendibile, la
ricostruzione del regime tensionale deve essere basata sui valori in questi punti, indipen-
dentemente dal reticolo usato per integrare numericamente le proprieta dell’elemento.

11 metodo degli elementi finiti & per sua natura approssimato ed ¢ quindi importante stimare
I’errore connesso con la soluzione. Sono stati suggeriti a tal fine diversi procedimenti, che in
genere si configurano come adattamenti di quelli citati nel capitolo precedente con riferimento
al metodo di Rayleigh-Ritz. Un’indagine di convergenza effettuata infittendo man mano il
reticolo o aumentando, a parita di suddivisione, 'ordine degli elementi, comporta peraltro
costi proibitivi ed & di fatto riservata a poche situazioni di particolare importanza. La decisio-
ne sull’adeguatezza dello schema discreto ¢ in genere affidata al giudizio dell’utilizzatore, che
gioca un ruolo determinante.

Nello stabilire lo schema discreto si cerca, a parita di accuratezza, di minimizzare I’onere
computazionale. E ovviamente piu oneroso definire le proprieta di elementi di ordine elevato;
d’altra parte elementi semplici richiedono suddivisioni piu fitte e quindi sistemi risolventi di
maggiori dimensioni. Anche se ¢ difficile stabilire regole a priori valide in qualunque circo-
stanza, il compromesso pili economico é solitamente fornito da elementi di ordine intermedio,
quadratici (Ss, L, Ts) 0 al pit cubici (S12, T10). Questi elementi, oltretutto, sono sufficiente-
mente flessibili da consentire, se distorti isoparametricamente, un’adeguata rappresentazione
di praticamente tutte le geometrie di interesse.

Pud comunque rivelarsi necessario migliorare le prestazioni del modello almeno in certe
zone, dove la soluzione trovata indica la presenza di particolari concentrazioni di sforzo.
Particolarmente adatte a questo scopo sono le formulazioni gerarchiche che, senza modificare
il reticolo e minimizzando I'onere associato alla redifinizione delle proprieta degli elementi,
consentono di concentrare selettivamente i gradi di liberta laddove si rivelano pilt necessari
[15]. Questo e altri argomenti di carattere avanzato, a oggi non ancora tradotti in tutti i codici
di calcolo di uso corrente, esulano peraltio dagli obiettivi di questa trattazione.

11.4.6 CENNI SULLE MODALITA OPERATIVE

11 successo del metodo degli elementi finiti ¢ in larga misura dovuto alla sua capacita di trattare
strutture affatto generali affidando quasi per intero al codice di caicolo I’onere non solo di
risolvere ma anche di generare il sistema (11.75) a partire da pochi e semplici dati di ingresso.
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Ciod ¢ dovuto principalmente alla natura modulare della formulazione. Una struttura anche
notevolmente complessa puo essere schematizzata con pochi tipi di elementi tra loro diversi,
ognuno dei quali si presenta piti volte con le stesse caratteristiche. L’integrazione numerica
consente di generarne la matrice di rigidezza k e i vettori delle forze nodali py e pe a partire
da informazioni limitate alle proprieta elastiche del materiale, alle coordinate dei nodi dell’e-
lemento ¢ alle funzioni di forma del suo genitore. La ripetitivita delle operazioni rende la
formulazione particolarmente adatta all'implementazione in codici di calcolo. La program-
mazione si traduce in un numero estremamente ridotto di istruzioni e la semplicita ed efficien-
za del procedimento sono tali che risulta di fatto conveniente trattare come isoparametrici
anche elementi di gcometria non distorta, le cui proprieta potrebbero essere calcolate diretta-
mente. Esempi di programmazione relativi a questa fase sono reperibili su vari testi (7, 16].

Semplici e ripetitive sono anche le operazioni di assemblaggio, che gencrano la matrice di
rigidezza e il vettore dei termini noti formalmente definiti dalle (11.74). Le matrici di connet-
tivita L., di dimensioni notevoli e in massima parte costituite da elementi nulli, rappresentano
soltanto un artificio concettuale e non vengono mai esplicitamente introdotte. Come anche
I'Esempio 11.11 mette in luce, i prodotti matriciali (11.74) collocano semplicemente nelle
opportune posizioni di K e P i contributi dei singoli elementi, eliminando i termini relativi ai
gradi di liberta vincolati e sommando algebricamente i rimanenti. Questa operazione pud
essere effettuata dal codice di calcolo a partire da pochi dati, forniti in modo pil sintetico che
non scrivendo per esteso le matrici di connettivita.

L’assemblaggio viene effettuato operando in sequenza sulle matrici di rigidezza e i vettori
delle forze nodali dei singoli elementi. Gli aspetti essenziali del procedimento vengono ora
illustrati con riferimento all’esempio di Figura 11.38, costituito da un assemblaggio di quattro
elementi Sg. Si consideri la seguente tabella

KK
nodo) =1 4 5 3 4 5 & 7 8
elem (e) |
1 1 2 3 6 7 9 10 U
2 3 4 5 7 8 11 12 13 (s)
3 9 10 11 14 15 17 18 19
4 11 12 13 15 16 19 20 21
Essa riporta il numero del nodo delio schema discreto J=1, ..., R (R=21 nell’esem-
pio, Figura 11.38a) cui corriponde il nodo j = 1, ..., r (= 8, Figura 11.38b) di ogni elemento
e=1, ..., N(=4)dicuié costituita la struttura.

La tabella sostituisce le matrici di connettivita, contenendone in forma compatta le stesse
informazioni, e consente di generare la matrice di rigidezza (11.74a) e il vettore delle forze

"
Lt ¥ 9 95 5 ‘ . ’
1 2 3 4 5
6 @ 07 @ 8
13 4 @ 5
o 10 | @12 16
1w @ I Ugo

N 20

X 19

Wiz 18 6 Us 7 8
a) b)

Figura 11.38
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nodali equivalenti (11.74b). Nella sua versione concettualmente piu semplice, I'algoritmo si
riassume nclla seguente sequenza di istruzioni FORTRAN (17]

DO 11 =1,NE
CALL ELEM

DO 2 J = 1,NNODE
MR1 =2%J-1

MR2 = 2%J

K1 = KK(l,J)

NR1 = 2xK1-1
NR2 = 2* K1

P(NR1) = P(NR1) + PE(MR1)
P(NR2) = P(NR2) + PE(MR2)
DO 2 K = 1,NNODE

MC1 = 2% K-1
MC2 = 2xK
K2 = KK(I,K)
NC1 = 2% K2-1
NC2 = 2% K2

S(NR1,NC1) = S(NR1,NC1) + SE(MR1,MC1)
S(NR1.NC2) = S(NR1,NC2) + SE(MR1,MC2)
S(NR2,NC1) = S(NR2,NC1) + SE(MR2,MC1)
S(NR2,NC2) = S(NR2,NC2) + SE(MR2,MC2)
2 CONTINUE
1 CONTINUE "

Si é indicato con NE ( = 4 nell’esempio) il numero di elementi finiti e con NNODE ( = 8)
quello dei nodi di ognuno di essi. I dati tabulati nella (s) sono contenuti nella matrice KK(1,J),
il cui indice di riga percorre gli elementi e quello di colonna iloronodi. S(42 x 42)e P42 x 1)
sono la matrice di rigidezza e il vettore delle forze nodali equivalenti per la struttura (azzerati
all’inizio del processo, inserendo in P i valori degli eventuali carichi direttamente applicati ai
nodi). Le corrispondenti quantita per I’elemento finito sono contenute, rispettivamente, in SE
(16 x 16) e PE (16 x 1) e vengono generatc, elemento per elemento, dalla Subroutine ELEM.
Gli indici di riga e colonna sono indicati con NRi, NCi per la struttura e con MRi, MCi per
’elemento. La (f) presuppone che ogni nodo presenti due gradi liberta e si applica quindi a
elementi piani; la generalizzazione ad altri casi ¢ comunque immediata.

1 dati di ingresso nella (s) non contengono informazioni sui vincoli, che devono ancora
essere imposti. A tal fine si consideri I'ulteriore tabella

IVIN
gdlb - 1 2
nodo (J) { | (x) (y)
1 1 1
2 0 1
3 0 1
4 0 1 (u)
5 0 1
6 1 1
9 1 1
14 1 1
17 1 1

In essa, per ogni nodo vincolato della struttura, si & convenzionalmente indicato con 1 la

presenza di un vincolo e con 0 quella di uno spostamento libero. E possibile su questa base
imporre le condizioni di vincolo. Anzich¢ modificare le dimensioni del sistema risolvente
eliminando righe e colonne corrispondenti a gradi di liberta vincolati, si preferisce spesso
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sostituirle con equazioni banali che impongano le condizioni di vincolo in soluzione, ad
esempio operando come segue

NGDL = 2 * NNOD
DO 111 = 1,NVIN
J = WVIN(I, 1)
DO 1211 =12
IF(IVIN(I,11 + 1).EQ.0) GO TO 12
N=2+J-1)+ 11
DO 1312 = 1,NGDL
S(12,N) = 0.
S(N,I12) = 0.
13 CONTINUE
S(N,N) = 1.
P(N) = 0.
12 CONTINUE
11 CONTINUE v)

NGDL ( = 42 nell’esempio) ¢ il numero dei gradi di liberta della struttura priva di vincoli, in
problemi piani pari al doppio del numero NNOD dei nodi. NVIN ( = 9) & invece il numero dei
nodi completamente o parzialmente vincolati, i cui indici sono contenuti nella prima colonna
della matrice IVIN; le colonne successive contengono 1 o 0, a seconda che la componente di
spostamento sia 0 meno impedita dal vincolo. La (v) identifica gli indici N corrispondenti ai
gradi di liberta vincolati ¢ sostituisce, nel sistema risolvente, I’equazione originaria con la
condizione di vincolo Ux = 0. I gradi di liberta vincolati sono in genere solo una piccola
percentuale de! totale e la presenza di queste equazioni, a rigore inutili, non ¢ fonte di
inconvenienti.

Le istruzioni FORTRAN introdotte non vanno intese come suggerimenti per la programma-
zione ma solo come ausilio per illustrare il percorso logico del procedimento di assemblaggio.
Per chi “lo parla correntemente”, il liguaggio FORTRAN rappresenta infatti il modo piu
semplice e sintetico per cogliere il significato delle operazioni con cui il programma di calcolo
genera il sistema risolvente (chi con questo linguaggio non avesse dimestichezza pud tuttavia
rassicurarsi: esso non verra piu utilizzato a fini esplicativi). Un buon codice di calcolo deve
peraltro prevedere correttivi intesi a migliorarne ’efficienza. Le condizioni di vincolo possono
essere imposte in vario modo e i diversi programmi adottano diverse strategie; accorgimenti
particolari sono necessari per considerare vincoli che impongano cedimenti o che impediscano
componenti di spostamento in direzioni diverse da quelle degli assi coordinati. Per i dettagh
tecnici sulla programmazione e per la trattazione di aspetti particolari, si rimanda alla lettera-
tura in materia [4,7,16]. Comunque, anche dalla rozza versione del procedimento qui illustra-
ta traspare la possibilita di generare in modo automatico il sistema risolvente per strutture di
tipo del tutto generale.

La soluzione della (11.75) & piuttosto impegnativa per le dimensioni spesso notevoli del
sistema (I’adeguata modellazione di un problema realistico puo richiedere anche alcune mi-
gliaia di gradi di liberta). Gli algoritmi cui pit comunernente si fa riferimento sono basati sui
metodi noti come eliminazione di Gauss o triangolarizzazione di Cholesky. Oltre che in testi
di calcolo numerico, essi sono trattati nella letteratura relativa agli elementi finiti (7], cui
ancora si rimanda per i dettagli del procedimento risolutivo.

Se utilizzati nella loro versione standard, Pefficienza di questi algoritmi decade molto
rapidamente al crescere delle dimensioni del sistema. Essa puo pero venirc notevolmente
migliorata sfruttando alcune proprieta affatto generali della matrice di rigidezza, comuni a
ogni schematizzazione a elementi finiti. La principale ¢ il suo carattere sparso, vale a dire la
presenza di molti termini nulli in ogni sua riga e colonna.

Tale propricta conscgue dal significato fisico delle componenti di K. Si ¢ visto che K,
rappresenta la forza nodale secondo il grado di liberta i che si genera imponendo U, =1 ¢
U, = 0 v k=j. E evidente che questa operazione coinvolge, in termini deformativi, solo gli
elementi che concorrono nel punto in cui viene imposto lo spostamento unitario e quindi
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induce forze nodali solo nei nodi che a questi clementi appartengono. La Figura 11.39 illustra
questo aspetto per un assemblaggio di triangol piani a tre nodi: quando si impone uno
spostamento U, = | (nell’esempio, orizzontale) al nodo 1 tenendo fissi i nodi rimanenti, ghi
elementi esterni al perimetro ingrossato si mantengono indeformati; lo spostamento induce
forze nodali solo nei cinque elementi interni, vale a dire nei nodi numerati da | a 6. Indipen-
dentemente dal numero di gradi di liberta dell’intero schema discreto, la j-sima colonna della
matrice K conterra quindi al pia 12 termini non nulli (due per ogni nodo coinvolto).

La sparsita della matrice puo cssere sfruttata per ridurre sia I’occupazione di memoria
richiesta che il numero di operazioni necessarie alla sotuzione del sistema, evitando di memo-
rizzare ¢ manipolare elementi a priori nulli. Una giudiziosa numerazione dei nodi permette di
addensare i termini non nulli di K attorno alla sua diagonale principale, conferendo alla
matrice la struttura detta a banda. 1 termini esterni alla banda sono certamente nulli e possono
essere omessi. La simmetria della matrice consente inoltre di memorizzare solo la cosidetta
semibanda (Figura 11.40).

E questo ’accorgimento pil semplice e classico, ma non sempre il pit efficace. E evidente
che una buona numerazione dei nodi puo ridurre le dimensioni della semibanda ma non puo
cvitare la presenza di termini nulli anche al suo interno. Tecniche specifiche consentono
ulteriori risparmi. La letteratura ¢ ricchissima di studi sugh algoritmi risolutivi per sistemi
sparsi, molti dei quali specificamente sviluppati per modelli a elementi finiti. Gia nel 1977 un
lavoro di sintesi riportava ben 604 riferimenti bibliografici in materia [18].

In presenza di un numero di equazioni particolarmente elevato puo essere necessario opera-
re attraverso soluzioni parziali di sottostrutture, ognuna delle quali rappresenta una sorta di
superelemento finito il cui assemblaggio ricostruisce la struttura originaria. La trattazione di
questo e altri analoghi argomenti, importanti ma tutto sommato di dettaglio, esula dallo
scopo di questo testo.

11.5 NONLINEARITA DEL MATERIALE

11.5.1 METODI RISOLUTIVI PER PROBLEMI NONLINEARI

11.5.1.1 Il metodo di Newton-Raphson

La trattazione del metodo degli elementi finiti & stata fin qui confinata nell’ambito
lineare. La versatilita del procedimento e la sua adattabilita alle diverse situazioni

"semi-banda”
_

Figura 11.39 Figura 11.40
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inducono tuttavia il desiderio di estendere la formulazione anche a problemi non
lincari, di fatto non affrontabili con approcci tradizionali.

Le nonlinearita di natura geometrica, legate alla necessita di rimuovere I’ipotesi di
piccoli spostamenti, intervengono gia a livello di legame deformazioni-spostamenti e
richiedono una revisione abbastanza sostanziale della formulazione. Esse non verranno
qui esaminate. Si accennera invece a quelle indotte dal comportamento del materiale,
che possono essere incorporate in modo concettualmente semplice associando alle
relazioni cinematiche e statiche riassunte in Tabella 11.2, in luogo del legame lineare
(11.62), quello relativo al materiale in considerazione.

Alla formulazione del problema, si premette Pillustrazione procedimento da cui
traggono origine le tecniche pill comunemente utilizzate per la sua soluzione. Si consi-
deri il seguente sistema di equazioni nonlineari

P=YW) (11.129q)
Esso puo equivalentemente scriversi
=Y U)-P=0 (11.129b)

dove P e U indicano sempre i vettori delle forze e degli spostamenti nodali (nel caso
lineare ¢ ¥ = KU e queste relazioni si riconducono alla (11.75)). Nelle (11.129) le
nonlinearita possono essere di ordine piil 0 meno elevato ma, indipendentemente da
questo aspetto, la loro stessa presenza esige che la soluzione venga affrontata con un
atteggiamento radicalmente diverso: mentre un sistema lineare pud essere risolto con
algoritmi standard su cui si interviene al solo scopo di migliorarne I’efficienza, senza
un’attenta analisi delle strategie di soluzione un problema nonlineare di dimensioni
realistiche puo risultare non trattabile.

Si supponga che le componenti di ¥ siano funzioni differenziabili di U e si immagini
di conoscere una soluzione approssimata U” della (11.1295). Sviluppando questa rela-
zione in serie di Taylor attorno a U” e troncando al termine del primo ordine si ottiene

D
(D(U,H]):(D(Un)_*_[_av_] [Urul_un}:o (11.130)
u’l

E questo un sistema lineare che consente il calcolo di un valore aggiornato U" * ' per gli
spostamenti nodali e si configura come elemento di un processo iterativo per la soluzio-
ne della (11.129). Si introduca la matrice

Ky (U) = [3—3 = [%] Kp, = '%l% = —g—; (11.131)

¢ si ponga, per semplicita di scrittura
¥ =Yw" D" =PU" T=KpU" (11.132a-c)
AU =y - u” (11.133)

La soluzione della (11.130) allora si scrive, simbolicamente
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AU" = — (K3 ' D" = (K (P- W) untt=u"+au” (11.134a, b)
11 processo viene iterato aggiornando ogni volta le quantita (11.131), (11.132) ¢ termina
quando il vettore

P"=¥Y"-P (11.135qa)
diviene sufficientemente piccolo. Vale a dire, quando risulta
Ho" || < « (11.135b)

dove ||®|| & un’opportuna norma del vettore (tipicamente, il suo modulo o il massimo
valore assoluto delle sue componenti) e « un’assegnata tolleranza. Gli spostamenti
nodali (11.134b) rappresentano allora la soluzione della (11.129), a meno di un errore
controllato da .

11 metodo & associato nella letteratura ai nomi di Newton-Raphson. 1l significato delle
successive operazioni ¢ illustrato in Figura 11.41a per un caso unidimensionale. La sua
applicazione puo rivelarsi onerosa in quanto ogni iterazione richiede di ridefinire la
matrice dei coefficienti K% e quindi di risolvere un diverso sistema di equazioni lineari.
Cid pud essere evitato ricorrendo a una versione modificata del metodo, che consiste
semplicemente nell’assumere, indipendentemente dall’iterazione corrente

"= K¢ (11.136a)
col che la (11.134q) diviene
AUT= (KD 'P-T" (11.136b)

1l processo risolutivo si configura adesso come iltustrato in Figura 11.41b. A ogni
iterazione si aggiorna solamente il vettore dei termini noti. La fase pil onerosa del
calcolo ¢ quella che opera sulla matrice dei coefficienti ed € ora eseguita un’unica volta
(di regola, triangolarizzando la matrice); le successive soluzioni (11.1365) si calcolano
poi per sostituzione diretta. [ peraltro evidente dal confronto in Figura 11.41 come il
procedimento modificato comporti un numero di iterazioni significativamente maggio-
re, soprattutto se si richiede una precisione elevata.

La convergenza del metodo di Newton-Raphson non ¢ garantita in ogni circostanza,
ma normalmente si verifica sc il vettore di partenza non ¢ molto discosto dalla soluzio-
ne. Cid pud consigliare di suddividere la storia di carico in intervalli di ampiezza non
eccessiva, di modo che la prima iterazione rappresenti gia una ragionevole approssima-
zione del valore finale: in tal caso, la matrice dei coefficienti (11.131) viene solitamente
calcolata all’inizio del passo e mantenuta costante al suo interno.

ESEMPIO 11.12 Si consideri la funzione quadratica
Y(U) = 200U - 4U2 (@

da cui si ottiene
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Figura 11.41
Ki{U) = dv 0
)_»EU=2OOn8U K = Kr(0) = 200 (b1, 2)
I metodo viene applicato alia soluzione dell’equazione
¥(U) = P = 1500 (c)

| risultati delle successive iterazioni sono ri ii

isuftal f portati in Tabella 11.5. Nella versione
originaria del rpgthdo la soluzione viene raggiunta in cinque iterazioni, contro le 15
:;;:gzt:,fa parrl‘ta di actiuratezza, da quella modificata. Peraltro, oltre la meta di queste
. _ asi che apportano correzioni molto modeste: pern = 6l i ici
infatti P gia a meno dello 0.1%. P Hvalore di ¥ awicina

11.5.1.2 Applicazioni strutturali - Il comportamento elastico nonlineare

I\Iei pro.blemi di analisi strutturale, il sistema risolvente (11.129) & costituito dall’equa-
zione d.l .equilibrio nodale (11.61), in cui gli sforzi locali ¢, in ogni elemento vengono
espressi in funzione degli spostamenti nodali. 11 comportamento elastico nonlineare
rappresenta il caso piu semplice e permette di ottenere senza difficolta un’espressione

CSpI'ICl(a per Y(U). In assenza di deformazioni e sforzi iniziali, il legame simbolicamen-
te si esprime

o= a(e) (11.137)

D’altra parte, per la (11.56b) si pud scrivere

o, = o,(¢, = BL U) = 6,(U) e=1, .., N) (11.138)

Introducendo nella (61) si ottiene quindi

N

Y(U) = 2] Lig(U)

e=1

Ye(U) = f B'a . (W)dV (e=1, .., N) (11.139a, b)
V{‘
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Tabella 11.5

a) Metodo di Newton-Raphson

n u K% 4 -V = PP Ay’

0 .0 200.0 .0 1500.0 7.500

1 7.500 140.0 1275.0 225.0 1.607

2 9.107 127.143 1489.668 10.332 .081

3 9.188 126.433 1499.974 026 .0002

4 9.189 126.491 1500.000 .000 .000

b) Metodo di Newton-Raphson modificato -

n u K9 @ ¥ =P aun

0 0 200. 0 1500.0 7500

1 7.500 . 1275.0 225.0 1.12%

2 8.625 . 1427.438 72.563 .363

3 8.988 . 1474.439 25.561 - .128

4 9.116 . 1490.745 9.225 .046

5 9.162 . 1496.617 3.383 017

6 9.179 . 1498.759 1.241 .006

7 9.185 . 1499.544 456 .002
13 9.189 . 1499.999 .001 .000006
14 9.189 200. 1500.000 .0004 .000002

il che consente di scrivere la (11.129).
L’espressione (11.131) della matrice dei coefficienti K puo ora esprimersi

Y f do a da, de
Kr=——=2,LL | B =X qv=7> L’fB’ =
T TS )T au S )T se Tau av @
La quantita
do,
- - d
Se. Te (11.140)

definisce la matrice dei moduli elastici tangenti del materiale. Se, come di regola, al
legame (11.137) € associata un’energia di deformazione convessa, tale matrice risulta
simmetrica e definita positiva. Dalla (11.564) inoltre si evince de./oU = BL,. 1l calcolo
della (d) si decompone allora nelle due operazioni seguenti

N
Kr= 2 LikgL,
=1

ki, = f B'd;,BdV (e=1, .., N) (11.141a, b)
€ v,
La matrice Kr é nota come rigidezza tangerite dello schema discreto, denominazione
giustificata dalle (11.141), che la calcolano in funzione dei moduli tangenti (11.140). Nel
caso lincare risulta ovviamente sempre K; = K. Nelle ¥ definite dalla (11.139) si rico-
nosce invece il vettore delle forze nodali in equilibrio, nel senso globale definito dalla
(11.61), con gli sforzi associati agli spostamenti nodali U attraverso il legame del
materiale.
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Figura 11.42

Il confronto delle (11.141), (11.139) con le analoghe relazioni relative al caso lineare
mostra che sia la matrice K7 che il vettore ¥ possono essere costruiti elemento per
elemento e successivamente assemblati con la procedura usuale. Le (11.14158),
(11.139b), che definiscono la rigidezza tangente e le forze nodali dei singoli elementi,
sono perd meno innocenti di quanto non appaiano a uno sguardo superficiale. Se si
eccettuano i modelli piu semplici, le deformazioni variano nell’elemento e, di conse-
guenza, risulta dr = d{(x) e o, = g (x). Esplicitare I’espressione analitica di queste
quantitd, in cui le nonlinearita del legame si associano alla dipendenza dal punto, &
impresa chiaramente proibitiva; il calcolo pud essere eseguito solo in via approssimata,
ricorrendo all’integrazione numerica.

1l vettore @" definito dalla (11.1354) si configura come un carico residuo, la cui
norma misura la violazione nell’equilibrio associata alla soluzione corrente e che le
successive iterazioni hanno il compito di ricondurre all’interno di una tolleranza asse-
gnata. Questa interpretazione consente di derivare strategie di soluzione alternative, che
attribuiscono un preciso significato meccanico alle forze residue.

11.5.1.3 I metodi delle deformazioni e degli sforzi iniziali

E possibile concepire le deviazioni dalla linearita nel comportamento del materiale
come deformazioni o sforzi iniziali applicati, in aggiunta ai carichi, su di una struttura
elastica-lineare. Per chiarire I’affermazione, si consideri il legame uniassiale di Figura
11.42. Se biunivoco, esso pud essere espresso in entrambe le sue forme diretta e inversa.
Simbolicamente

o = o(g) € = e(0) (i11.142a, b)

(la (11.142q) particolarizza la (11.137) al caso uniassiale). Il modulo elastico E ¢ fornito
dalla pendenza iniziale della curva. Precisamente

7da

“ 11.143
de -0 ( )
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Si supponga dapprima che il problema sia staticamente determinato. Il valore dello
sforzo ¢ ¢ allora dettato dall’equilibrio ¢ non dipende dal particolare legame costituti-
vo. E evidente che la deformazione a esso associata pud essere ottenuta sommando al
valore /E, che conseguirebbe sc il comportamento fosse lineare, la deformazione
iniziale

~ ~ |
d=¢e(0)——- 0

(11.144q)

La soluzione del problema effettivo puo allora essere ottenuta applicando alla struttura
supposta elastica-lincare, in aggiunta ai carichi esterni la deformazione iniziale
(11.144a).

Si immagini adesso di operare a deformazioni imposte, di modo che il valore di € non
dipenda dal legame costitutivo. Lo storzo effettivamente associato a ¢ attraverso la
curva che descrive il comportamento nonlineare del materiale si pud esprimere som-
mando algebricamente alla quantita E€, che conseguirebbe in caso di lincarita del
legame, lo sforzo iniziale

¢ =da(e)-Ee (11.144b)
La soluzione del problema pud ancora essere ottenuta operando su di una struttura
linearmente elastica, soggetta alle ulteriori azioni esterne costituite dallo sforzo iniziale
(11.144b).

In generale, né gli sforzi né le deformazioni finali sono noti a monte della soluzione
del problema ed é quindi impossibile stabilire a priort il valore corretto delle quantita
(11.144). Si puo tuttavia calcolarlo iterativamente, mediante procedimenti noti rispetti-
vamente come metodi delle deformazioni ¢ degli sforzi iniziali. Alla loro trattazione
generale, se ne premette I’illustrazione con riferimento a un esempio.

ESEMPIO 11.13 Si consideri la struttura di Figura 11.43a. Il materiale di cui sono
costituite le due aste deformabili presenti il comportamento uniassiaie bilineare di
Figura 11.43b. Il problema era stato risolto nel Capitolo 6 considerando il materiale
come elasto-plastico (Esempio 6.1). Si era tuttavia constatato come sotto carico mono-
tonamente crescente le plasticizzazioni presentassero carattere progressivo. In tal
caso l'irreversibilita del comportamento non gioca alcun ruolo; il legame puo quindi
essere considerato come reversibile e espresso analiticamente in termini finiti. Le sue
forme diretta e inversa (11.142) risultano

Ee, €e < €0
Oe = (111453)
1
5 (400 + Ee,) €e 2 €0
7717 3
E Je Je % 00
£e = (11.145b)
1
3 (50¢ — 400} e > 09

Verra considerato il particolare valore del carico
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Figura 11.43
P = 4Ago (e
cui corrisponde la soluzione
U =1.2632 gof g1 = 1.2632 ¢ £2 = .8421 ¢ (f1-3)
oy = 1.0526 g 02 = .8421 o9

U rappresenta lo spostamento del blocco rigido. Le deformazioni, costanti in ogni
barra, sono a esso legate dalle relazioni

2
€= 5 u (g1,2)

1

€@ = ra U
e gli sforzi conseguono attraverso il legame diretto (11.145a). La soluzione ovviamente
soddisfa la condizione di equilibrio globale

Po = 3A0 + Aoz (h)

In questa situazione, deviazioni dalla linearita si riscontrano solo nell’asta ().

Ogni barra viene schematizzata con un elemento biella a due nodi. Lo spostamento
del primo & impedito dalle cerniere e quello del secondo si identifica con U, che
costituisce I'unico grado di liberta dello schema discreto. Ad assemblaggio effettuato,
le matrici B L, sono allora le quantita che si desumono dalle (g).

La soluzione viene affrontata considerando il problema come linearmente elastico,
incorporando ie deviazioni dalia linearitd nel comportamento in deformazioni o sforzi
iniziali. Il legame del materiale & allora espresso dalla (11.62) che, nel caso uniassiale,
si scrive

Oe = E(Ee —de) + {e 0]

Per I'esempio in esame, |a rigidezza elastica della struttura risulta
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2
g E-34 EA 11 EA
K=2,L4| | B'dBav|L, = © -
92:“ "[[v dBd ]L" ¢ TEunT 3 o M

e

mentre la forza nodale si scrive

P=Py+ P, (k)
con Py dato dalla (e) e
'2“
P, = 211 Lé{f B'(dz?e—g'e)} dV = 3A(ES - 1) + A(ED2 - ) 0
e= v,

e

Il procedimento inizia col calcolo della risposta elastica della struttura soggetta al
solo carico esterno (P = Py, P, = 0). E allora

1 .
U= K Po = 1.091 eof (11.146a)

Dalle (g) e dal legame lineare (/) si ottiene successivamente
e = 1.091 €3 =.727 & (11.146b)
0% = Eed = 1.091 oo 03 = Ee* =.727 oo (11.146¢)
Dal momento che risulta ¢9 > 0o, questa soluzione non rispetta I'effettivo legame costi-
tutivo (11.145). | due procedimenti si differenziano per il modo con cui le necessarie
correzioni vengono introdotte.
A) Metodo delle deformazioni iniziali. Per chiarezza di simbologia, si indicano con ¢
le deformazioni che conseguono a U attraverso il legame deformazioni-spostamenti (g)

e con 5 quella associate agli sforzi attraverso il legame inverso (11.145b). Da quest’ul-
tima relazione si ottiene, con riferimento alle (11.146¢)

1 1
7y = 3 {509 - 400) = 1.455 ¢ 3= = 02" = .727 e0 = €3

Rispetto alle deformazioni (11.146b) calcolate nel primo passo del procedimento, si
riscontra nell'asta (1) la differenza

0? = 7,9——59 =.364 ¢ (m1)

Questa quantita viene considerata come una deformazione iniziale, applicata alla
struttura come ulteriore azione sollecitante. Alla (m1) corrisponde, attraverso la (), la
forza nodale aggiuntiva

P} = 3EASY = 1.091 Ago (m2)

Stante la linearita del problema, é sufficiénte calcolare 1a soluzione dovuta alle (m) e
sovrapporla alle (11.147). Si ottiene, per lo spostamento

1
AU = K P} =.298 ¢ ¢ U'=U%+ AU' = 1.388 ¢ (n1)

e quindi, dalle (g)
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e} =1.388 ¢ ed = .926 ¢ (n2)
Tenendo conto della (m1), il legame lineare (/) fornisce allora, per gli sforzi
o} = E(e}— 09 = 1.025 0o o} = E e} =.926 ao (n3)

A questi valori corrispondono, sempre attraverso il legame inverso (11.145b), le defor-
mazioni

1 1
n}:—E (501~ 400) = 1.124 & n5=?03=-925 €0 = € (o)

Rispetto alle (n2), si riscontra nel’asta (D la differenza

A9} =nl-el= —.262 ¢ (02)
W valore aggiornato della deformazione iniziale & quindi

91 = 99 + A9} =.099 ¢ (03)
Si calcola ora la risposta della struttura, supposta sempre linearmente elastica, alla
deformazione iniziale (02) e si sovrappone il risultato alle (n). Il procedimento viene
iterato fino a che gli incrementi |Ad7| divengono sufficientemente piccoli. Nell'esem-

pio, I'asta @) si mantiene sempre in campo lineare durante il processo iterativo. Que-
sto si articola quindi nella seguente sequenza di operazioni

1
AP = 3EAADT AU" = % APY ut=Uu"""'+au"
1 2
A=, U = U o= E(1-07"),  of=EcS
17'11=1f(50'1’—400) AST =9 €, 37 =07""+ a8 (11.147)

| risultati cosi ottenuti sono riassunti in Tabella 11.6a. Il calcolo & stato troncato per
n =19, quando si & ottenuto [AP7| <.001 x Po.

B) Metodo degli sforziiniziali. Siindichino ora gli sforzi con ¢ se derivati attraverso

il legame lineare (/) e con s se calcolati mediante il legame nonlineare diretto (11.145a).
Questo associa alle deformazioni (11.146b) i valori

1
st = 3 (400 + Ee9) = 1.018 oo s% = EeY = .727 09 = 0%

Rispetto agli storzi (11.146¢) calcoiati nel passo iniziale del procedimento, si riscontra,
nella sola asta (D, la differenza

9=5%-0%= -.073 0o (fo2)]

Tale quantita & concepibile come uno sforzo iniziale, ulteriore azione sollecitante da
applicarsi alla struttura. La forza nodale che a essa consegue attraverso la (f) risuita

Pl= —3Ar9=.218 Aso p2)

Si calcola ora la risposta dello schema discreto soggetto alle (p). Si ottiene, successi-
vamente



358 Capitolo 11
Tabella 11.6
a) Deformaczioni iniziali
n AP,/Aay, Ulegl olag aslag nileg dileq
0 4. 1.091 1.091 727 1.455 .364
1 1.091 1.388 1.025 .926 1.124 .099
2 -.793 1.172 1.073 .781 1.364 .292
3 577 1.329 1.038 .886 1.190 152
4 -.420 1.215 1.063 .810 1.317 .253
5 .305 1.298 1.045 .865 1.224 179
16 ~.0092 1.2621 1.0529 .8414 1.2643 .2155
17 .0067 1.2639 1.0525 8426 1.2623 .2098
18 -.0049 1.2626 1.0528 .8417 1.2638 2110
, 19 .0035 1.2636 1.0525 .8424 1.2627 2102
esatto - 1.2632 1.0526 .8421 1.2632 . .2106
b) Storzi iniziali
n APy/Ao, Ulegl a+log aa2lag Silag log
0 4. 1.091 1.091 727 1.018 -.073
1 .218 1.150 1.078 767 1.030 -.120
2 1143 1.189 1.069 793 1.038 -.151
3 .093 1.215 1.063 810 1.043 ~-172
4 .061 1.232 1.060 821 1.046 -.185
9 .0074 1.2594 1.0535 .8396 1.0519 ~.2075
10 .0048 1.2607 1.0532 8404 1.0521 -.2085
1 .0031 1.2615 1.0530 8410 1.0523 -.2092
esatto - 1.2632 1.0526 .8421 1.0526 -.2106
AU" = - P} = 059 cof u'=u° !
=K 9 = . £0 =U"+ AU =1.150 ¢ ¢ (q1)
el = 1.150 & £3=.767 ¢ (q2)
ol = Eei+ ¢%=1.078 g0 0% = Ee} = .767 oo (g3)

Alle (g2) corrispondono attraverso il legame diretto (11.145a) gli sforzi
1
si= 5 (400 + Eel) = 1.031 qp $)=FEel=.767 oo = 03 (r1)

H copfronto con le (g3) mostra che nell’asta () si riscontra ancora una differenza
Precisamente '

At =si{-0l= —.048 g9 (r2)
Per cui lo sforzo iniziale diviene i

=9+ a0l = -.120 0 (r3)
Il procedimento viene proseguito iterativamente, calcolando a ogni passo la risposta

glastica dello schema discreto agli incrementi di sforzo iniziate A{7 ' che man mano
risultano e sovrapponendo la soluzione afla precedente. Tenendo conto che, nell’e-
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sempio, sforzi iniziali si producono solo nell'asta @, il procedimento si articola nelle
operazioni seguenti

1
aP7 = —3AafT! AU" = - APT, Un=U" "+ aU"
n 1 n n 2 n n n-1 n
r1=?U, £2=’é(jU of = EeT + a9 = Eeb
1
st= 5 (o0 + Ecf) Afi=sT-0f  i=¢1 T+ aAcd (11.148)

| risultati sono riassunti in Tabella 11.6b. Il calcolo & stato terminato pern = 11, quando
si @ ottenuto |AP7| <.001 x Po.

La Figura 11.44 illustra la porzione significativa del diagramma o — ¢ relativo all’asta
@, indicando il percorso seguito nelle prime iterazioni dai metodi delle deformazioni
(Figura 11.44a) e degli sforzi (Figura 11.44b) iniziali. In entrambi i casi, la soluzione
trovata a ogni iterazione soddisfa non solo la congruenza (comunque verificata in un
approccio agli spostamenti) ma anche P'equazione di equilibrio globale (h), come &
facile constatare esaminando i valori riportati in Tabella 11.6; essa pero non rispetta
il legame costitutivo nell’asta @, dove viene ecceduto il limite di proporzionalita. | due
procedimenti riportano il punto sull'effettiva curva del materiale calcolando, il primo
le deformazioni che corrispondono at valore corrente dello sforzo e il secondo lo sforzo
che consegue a quello della deformazione. L'equilibrio viene cosi violato e la misura
di tale violazione & espressa dalla forza nodale APy, la cui entitad viene man mano
ridotta nel corso del processo iterativo. Essa ha lo stesso significato del carico residuo

o,lo, c,/0,
1.091 4 1.0014
1.078 +
1.0734 1.069 +
1.063-+ 1.0631
1.060 1
1.0526 | — 1.0526 - — —
. 0
1.038 !
1.025+ o
10 |— 1.0 — —
/50
L L

1.0 1.2632

)

Figura 11.44 a
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@" introdotto con riferimento al metodo di Newton- Raphson. In effetti, in quanto
operano con matrice di rigidezza costante, entrambi i procedimenti si configurano
come particolari applicazioni della versione modificata del metodo, in cui le forze
(rzsn%;sg sono associate a deformazioni e sforzi iniziali, anziché calcolate a partire dalla

E fac!lc estendere a un contesto piu generale quanto fatto per 'esempio precedente. La
soluzione elastica della struttura soggetta alla condizione di carico rappresentata, nello

spirito del metodo degli clementi finiti, dal vettore P delle forze nodali, si scrive
simbolicamente

Uu'=K'p el =8BLU° ol=d¢’ (11.149g-¢)

dove d rappresenta, al solito, la matrice delle costanti elastiche del materiale e K ¢ la
matrice di rigidezza elastica dello schema discreto.
In alcune parti della struttura, gli sforzi e le deformazioni cosi calcolati non rispette-
b M .
ranno Peffettivo legame del materiale e devono essere iterativamente corretti. A ogni
iterazione n si calcola, successivamente

AU =K ' Ur=u""'+au" (11.150a, b)
e;=BLU" ol=d(e'-d)+ {0 (11.150¢, d)

.dove. U, e {, rappresentano deformazioni e sforzi iniziali, a partire dai quali si calcolano
i carichi residui @”.

A) Metodo delle deformazioni iniziali. E richiesta un’espressione del legame nonlinea-

re iqversq, di cui la (11.145b) costituisce un esempio. Se definibile, tale legame pud
esprimersi simbolicamente nella forma

7n = n(o) (11.151)
dove le deformazioni sono state indicate con # per distinguerle da quelle calcolate

Framile la (11.150c). A valle delle (11.150), ogni iterazione richiede allora di calcolare,
in sequenza

ne = n(ol AU =7l — € =+ Aa (11.152a-¢)
o= )_JI L. fB’dAz?:dV (11.152d)

Cio permette di passare all’i i i i
3 :%. p I’iterazione successiva. Nella (11.150d) ovviamente si pone

B.) Metodp d.egli sforzi iniziali. Occorre ora un’espressione del legame nonlineare
diretto, di cui la (11.1454) costituisce un esempio. Se definibile, essa puod scriversi

S = S(¢) (11.153)

dove gli sforzi sono stati indicati con s per distinguerli dalle analoghe quantita calcolate
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attraverso la (11.150d). Le (11.152) sono allora sostituite dalle operazioni seguenti

s” = s(eh) AL =s"— ol =00+ Al (11.154a-¢)
N‘
oS ,_Lf B'ALTdY (11.154d)
el v,

Si procede quindi all’iterazione successiva. Nella (11.150d) si pone adesso J, = 0.

Entrambi i procedimenti terminano quando un’opportuna norma [{@"|| del vettore
dei carichi residui diviene minore di una tolleranza assegnata, solitamente relazionata
all’entita ||{P]|| dei carichi esterni.

Quanto detto costituisce la versione piu semplice dei metodi, che applica direttamente
il valore finale del carico. Per problemi realistici, un tale modo di procedere difficilmen-
te giungerebbe a convergenza e, se anche questo fosse il caso, richiederebbe un numero
notevolissimo di iterazioni. Si preferisce quindi suddividere il processo di carico in una
sequenza di passi. Le relazioni si mantengono inalterate, a patto di considerare le
quantita in gioco come riferite alla transizione dalla situazione all’inizio del passo (nota
in quanto risultato del calcolo relativo ai passi precedenti) alla situazione finale. In tal
caso, si opera spesso con riferimento alla matrice tangente all’inizio del passo; nella
(11.153d) la matrice elastica d va allora sostituita con dr.

11.5.2 IL COMPORTAMENTO ELASTO-PLASTICO

11.5.2.1 Legame incrementale

Nel caso di condizioni di plasticita regolari (ad esempio, quella di Huber-Henky-von
Mises), il legame elasto-plastico incrementale associato si riassume nelle relazioni (vedi
Paragrafo 3.4)

g=dt se <0  (11.1550)
s=d(E-n\), ¢=nG-h\, ¢20, $<0, ¢rh=0 sc =0  (11.1550)

dove, si ricorda, ¢ < 0 definisce il dominio elastico istantaneo del materiale. ¢ ¢ funzio-
ne del valore di sforzo corrente e della storia precedente. Nei punti X€ Vg, in cui ¢ €
strettamente negativo, la risposta incrementale ¢ elastica. Nella rimanente parte Vp del
mezzo, dove & ¢ =0, possono invece prodursi incrementi di deformazione plastica
p= n\. n = 3¢/d0 & la normale uscente alla superficie ¢ = 0 nef punto rappresentativo
dello stato di sforzo all’inizio del processo incrementale, \ il moltiplicatore plastico e
# il parametro di incrudimento. Le ultime tre delle (11. 155b) evidenziano una possibile
alternativa nella risposta del materiale che, per ¢ = 0, pud comportare 0 plasticizzazio-
nc ()\>O) o ritorno in campo elastico (¢ <0). Questo aspetto (in gergo alternativa
carico-scarico) riflette la natura irreversibile del comportamento.

Si & anche visto nel Capitolo 3 che per h > n'dn il legame diretto & = 5(£) € univoca-
mente definito. La (11.155b) si traduce allora nelle (3.105, 3.106), qui riscritte nella
forma
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d sen'deé <0

, 11.156.
d—dn(h + n'dn)'n'd se n'dé>0 ( ?

dove indic ice ¢ i

o d, m(lhca la mam.Le che governa il comportamento del materiale nel processo
l tr’e;ncnla e Il legame inverso & = £(&) é invece univocamente definito solo per # >0
n tal caso si possono stabilire le (3.108,3.109), che si scrivono anche '

a sen'sg<o

G a,= (11.156b)
) . \]
a-nh'n sen'sg>0

dove a = d;' quando definibile.

11.5.2.2 Soluzione per elementi finiti

La formulazione del problema elasto-plastico associa al legame (11.156) le equazioni
che governano I’equilibrio e la congruenza del mezzo, scritte in lcrmin.i incrcme?ltal?l(;j"
natura irreversibile del comportamento pone tuttavia alcuni problemi quando si . la
affrontarft Panalisi mediante un approccio numerico, quale quello a elementi finvillli0 ¢
Innanzi tu}(g, non ¢ a rigore possibile definire univocamente la matrice di rigid 2
tangente all’inizio del passo. In linea di principio, questa matrice si scrive s

N

K, = ‘ =
, Z. L'k,L, k,,,-fVB’d,,B av (11.157a, b)

v

doxfe d, ¢ espressa dalla (11.1564). Tale definizione, peraltro, incorpora Ialternativ
carico-scarico ¢ una scelta tra le due possibili espressioni per d,, implica un’ipotesi s lla
risposta nel passo. Nel caso di carichi monotonamente crescen,ti st assume solitam(:l ta
c.he\Ie zone pote.nzialmente plasticizzabili non subiscano ritorni i,n campo elastico (C: ;
cioe, ‘nsulu n’fle >0 ovunque in V,). Questa ipotesi pud essere modificata a posteri i
se1l FISEJ][a[O si rivela contraddittorio, ma cio richiede un nuovo calcolo della s%luz?non
che.puo essere necessario effettuare piu volte e senza alcuna garanzia di conver cﬁne,
A dxff.e‘re.nza del caso elastico non-lineare, il legame elasto-plastico non é diffe i ;a
le, e cio impedisce di definire senza ambiguita la rigidezza tangente renaeee

In sc‘cond.o luggo non si puo evitare di sostituire il processo inc-remcntalc con u
passo di carico di ampiezza finita. Questa puo essere molto ridotta ma (anche presci :
den@o dall’onere computazionale associato alla soluzione di un nuimero nolc? ?CIST
passi) la §cmplice sostituzione dell’ incremento infinitesimo con uno finito com VO{ :un
errore. E.qumdi necessario sostituire il legame incrementale (11.156) con :)e(l)r au"
nonln?ean che z}pprossimino il comportamento del materiale su di.un passo ﬁnﬁZ‘Ol"
Tah ‘relazlom potrcbbero essere ottenute integrando le (11.156) Iungg partic?)iari
E?gﬁ?;s(;ioa csem:)xo 0/<Tn0nfl .(Pa'ragrafo 6’4) Peralt.ro, espressioni esplicite sono dispo-
per.a cune condizioni di plasticita e particolari leggi di incrudimento [19] e

una for.mula:uon.e che non voglia vincolarsi a casi specifici deve basarsi su strategi
alt~er11at|vc. E qui che i metodi degli sforzi ¢ delle deformazioni iniziali f)rc;cﬁtar; il Yo
principale vantaggio rispetto all’applicazione diretta del metodo ai Ncwt‘on- R: Ih on,
eve.ntu.almcr.nc quifica(o. L’interpretazione meccanica di cui sono suscettibili Ipc ope.
razioni a essi relative si rivela infatti molto utile al fine di stabilire le ﬁoéalité operazsz-
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11 metodo delle deformazioni iniziali, (per una sua trattazione pit completa, si veda
[20]) si rifa all’approccio alla Colonnetti del problema elasto-plastico (Paragrafo
6.1.3.3), che considera le deformazioni plastiche alla stregua di un qualunque effetto
deformativo di natura anelastica, agente su di una struttura elastico-lineare. Le defor-
mazioni plastiche non sono note a priori ¢ il procedimento le valuta iterativamente. E
facile constatare che nell’Esempio 11.13 precedente i successivi 37 convergono all’effet-
tivo valore p, della deformazione plastica nell’asta @ (Figura 11.44q).

Benché concettualmente spontaneo, il metodo € soggetto a forti limitazioni. H calcolo
delle deformazioni iniziali richiede I'utilizzo del legame elasto-plastico nella sua forma
inversa, univocamente definita solo per materiali incrudenti. Se infatti il legame preve-
de un limite superiore al livello tensionale e se lo sforzo calcolato in un’iterazione lo
eccede, non esistono deformazioni iniziali a esso associate. La convergenza del metodo
¢ comunque molto lenta, come I’esempio, pur riferito a un materiale con incrudimento
tutt’altro che piccolo, evidenzia. Se ’incrudimento é modesto, la convergenza, se pur
sussiste, diviene penosa.

1l metodo degli sforzi iniziali (introdotto in [21]) € solitamente preferito. Esso utilizza
il legame diretto, univocamente definito anche per materiali idealmente elasto-plastici
o softening (purché sia # > n'dn). Il suo significato puo essere compreso considerando
una struttura plasticizzata solo in zone moito limitate: il regime deformativo ¢ allora,
nelia sostanza, governato dalla risposta elastica della parte piu considerevole del mezzo
e le deformazioni calcolate elasticamente possono essere, in prima approssimazione,
ritenute valide ovunque; gli sforzi che a esse conseguono, laddove eccedono il limite di
snervamento, vengono ricondotti al rispetto del legame costitutivo. E questo il primo
passo del procedimento. La correzione comporta una violazione dell’equilibrio, man
mano ridotta nelle successive iterazioni. Chiaramente, se le deformazioni plastiche
coinvolgono zone estese 0 se, pur localizzate, sono notevoli, la soluzione elastica ¢
un’approssimazione grossolana anche in termini deformativi e la ricostruzione della
risposta effettiva puo richiedere un numero molto elevato di iterazioni.

Il preciso significato meccanico attribuibile nei due metodi alle forze residue consente
di operare, sia pure in via approssimata, senza definire esplicitamente un legame in
termini finiti. Ci si accontenta spesso di imporre che gli sforzi in soluzione rispettino la
condizione di plasticita ¢ <0. In presenza di incrudimento, la legge di evoluzione di ¢
viene di regola espressa in termini di sforzi e deformazioni efficaci (Paragrafo 6.3.2) o
di analoghe misure invarianti dei regimi tensionale e deformativo {4,22}. Non csiste un
unico modo per ricondurre lo stato di sforzo al rispetto della condizione di plasticita e
le diverse strategie danno luogo a risultati diversi. Operando in termini di sforzi iniziali,
la soluzione ¢ solitamente adeguata per quanto riguarda il livello globale di soliecitazio-
ne, ma non altrettanto per le singole componenti di sforzo; ancora meno attendibili
risultano i valori delle deformazioni plastiche. I dettagli operativi sono comungue
piuttosto delicati e richiedono di distinguere tra i vari casi che possono verificarsi
(tipicamente, tra punti plasticizzabili all’inizio del passo e punti originariamente elastici
che giungono a snervamento nel passo stesso). Essi sono descritti esaurientemente in
[22], dove si possono trovare anche esempi di programmazione.

Va osservato che il procedimento, non essendo in grado di rappresentare I’alternativa
carico-scarico insita nell’irreversibilita del comportamento, assume di fatto un compor-
tamento elastico non-lineare nel passo. Eventuali ritorni in campo elastico successivi
alla produzione di deformazioni permanenti sono al piu possibili all’inizio del passo,
ma all’interno di ognuno di questi il comportamento & inevitabilmente reversibile.
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Un ulteriore problema é legato all’integrazione numerica, senza cui non & concepibile
il calcolo della matrice di rigidezza tangente all’inizio del passo ¢ del vettore dei carichi
residui a ogni iterazione. La (11.157b) vienc approssimata dalla relazione

G

k, = ’L" wo J(E)B'(£)d,(5) B(E) (11.158a)

dove &, indica la coordinata del g-csimo punto di Gauss, w, il peso a esso relativo e J e
lo Jacobiano della trasformazione (11.103). In modo analogo, l¢ forze residue
(11.152d), (11.1544) si calcolano per ogni elemento scrivendo, rispettivamente per i me-
todi delle deformazioni e degli sforzi iniziali
G R G, -
Be= 2 wedEIBEIEIAAE)  fo= 2 wEIBUEIALE)
Tali contributi vengono poi assemblati seguendo il procedimento generale, simbolica-
mente espresso dalle relazioni

N N
K,= 2, L'k, L, D=2, LG, s1,2)
e = e

Le (11.158) richiedono la conoscenza di d,, ¢ delle deformazioni o sforzi iniziali nei punti
di Gauss e spontaneamente suggeriscono di imporre if legame costitutivo del materiale
limitatamente a tali punti [23]. Il calcolo risulta semplice, ma la scelta dei punti di inte-
grazione si rivela cruciale. Un’integrazione completa produce spesso soluzioni irrealisti-
camente rigide. L’integrazione ridotta puo eliminare I’inconveniente, ma non é sempre
applicabile: annullando la rigidezza di alcuni modi deformativi, essa infatti riduce il
grado di iperstaticita dello schema discreto e quindi la sua capacita di ridistribuire gli
sforzi che, in campo elasto-plastico, ¢ indispensabile sia adeguatamente rappresentata.

Questo comportamento puod essere compreso se si immagina di basare la formulazio-
ne a elementi finiti del problema elasto-plastico sul teorema di estremo a due campi
(6.27-29). Occorre allora introdurre un modello, oltre che per gli spostamenti, per i mol-
tiplicatori plastici A (a rigore, nonnegativi in V). E possibile dimostrare che le (11.158)
sottintendono per A (e quindi per le deformazioni plastiche) un’interpolazione polino-
miale sui punti di Gauss. Se il loro numero ¢ tale da assicurare Pintegrazione completa,
le deformazioni plastiche risultano di grado pii elevato che non le deformazioni totali e
I'eccesso di rigidezza che spesso si riscontra é attribuibile al conflitto tra i due andamenti
[24]. La trattazione di questo aspetto esula ovviamente dalla natura introduttiva di que-
sto capitolo (per un esempio degli inconvenienti che possono verificarsi, si veda I’Eserci-
zio 11.16).

Molto di quanto detto per il comportamento elasto-plastico si applica anche a altri
legami nonlineari. Il comportamento clasto-plastico & forse uno dei piu delicati; altri
legami, a esempio quelli basati su modelli reologici, possono essere esplicitati in almeno
una delle due forme diretta o inversa (nel secondo caso, il metodo delle deformazioni
iniziali diviene preferibile) con notevoli vantaggi operativi, al punto che ¢ a volte conve-
niente riguardare il problema elasto-plastico come situazione limite di un problema ela-
sto-viscoplastico e affrontarne la soluzione con algoritmi relativi a questo comporta-
mento [4].

Le nonlinearita del materiale possono quindi essere facilmente incorporate nel meto-
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do degli elementi finiti, associando alle relazioni cinematiche e statiche del modello
(Tabella 11.2) il particolare legame costitutivo in considerazione. Quanto detto pero
cvidenzia come il procedimento sia solo illusoriamente semplice: senza una buona
consapevolezza delle implicazioni delle singole operazioni, risulta difficile stabilire la
portata delle approssimazioni introdotte e quindi la qualita della soluzione. Questo
fatto, peraltro, non deve scoraggiare I’utilizzo del metodo in questo ambito. Se consa-
pevolmente applicato, esso consente di ottenere soluzioni ingegneristicamente adeguate
per problemi altrimenti non affrontabili.
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a) h
Figura 11.E13

si ottengono con G =2 (assumere sempre o = 1/3; non si suggerisce 'uso di questo
clemento per il problema in esame)

11.14 In Figura 1 1.E14a ¢ illustrato un clemento monodimensionale per problemi assialsimmetri-
¢i (deformazione piana); esso ha raggio medio R e lunghezza 2h. La sola componente di
spostamento diversa da zero ¢ quella radiale s = s(r), da cui conseguono le deformazioni

&= "5, &3 =T (E: =0)
a) Determinare la matrice di rigidezza dell’elemento assumendo il modello

() =ar+ ay —
K =a y ———
s{r 1 a: o

e identificando gli spostamenti nodali con i valori agli estremi (4, =s(R—-h) e
u; = s{(R + h). Integrare numericamente con G = 1.

b) Calcolare la risposta di un cilindro di raggi interno a = 1 ed esterno b = 2, soggetto a
pressione interna p e schematizzato con due elementi di questo tipo (Figura 11.E14b);
confrontare i risultati (spostamenti nodali e sforzi nel punto di Gauss di ogmi elemento)
con quelli esatti (4.111) e (4.110). Assumere » = .3.

11.15 Risolvere coi metodi di Newton-Raphson ¢ di Newton-Raphson modificato le seguenti
equazioni nonlineari, di cui viene data la soluzione a cinque cifre significative

ey 3
() =S+ U - 5 V=0  (U=.41629)

\

U- U

Sy =- "~ —0.1=0 (U=.12032)
Vi+U

U, P s R,=125 \Ff2=1.75 \
=3 " | - ]
| ‘ | | |
I | ‘ a=1 15 b=2
|
WR-h IR R+h
a) bh)

Figura 11.E14
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1
d3(U) = U+—8— UP-3.0=0 (U =2.0000)

11.16 L’elemento biella a tre nodi in Figura 11.E16a ¢ costituito da un materiale elasto-plastico
con comportamento bilineare (Figura 11.E165). Se ne calcolino le matrici di rigidezza
elasto-plastiche usando G = 2 ¢ G = 3. Suppore nei due casi

G=2 punto 1 plastico, punto 2 elastico
G=3: punto 1 plastico, punti 2,3 elastici
punti 1,2 plastici, punto 3 elastico

Si consideri inoltre ’asta in Figura 11.E16c, soggetta al peso proprio n = (Aoo/2¢) per
unita di lunghezza ¢ a una forza F all’estremo libero, crescente da zero. Supponendo il
materiale idealmente elasto-plastico (x = 0), calcolare 'evoluzione fino a collasso della
struttura controllando la plasticita sia in due che in tre punti di Gauss.

O ©) &0

Uy | Uy U
{ Ao
x=0 X z? X=1 n= 9]
21
Punti di Gauss:  G=2
) O G=3
c !
<)
—xE
Oyt
E
€ =~
F‘
4] l
Figura 11.E16
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Il metodo degli elementi finiti:
sviluppi ulteriori

12.1 LIMITAZIONI DELL’APPROCCIO AGLI SPOSTAMENTI

12.1.1 INTRODUZIONE

Nella pratica applicativa, I’approccio agli spostamenti gode di una posizione di privile-
gio quasi assoluto, al punto che questa versione del procedimento viene a volte incon-
sciamente identificata con il metodo degli elementi finiti nella sua interezza. Cio e
dovuto non solo alla sua generalita e facilita di applicazione, ma anche alla sua sempli-
cita concettuale. L’approccio agli spostamenti, infatti, generalizza in maniera sponta-
nea e diretta I'idea della modellazione cinematica alla base delle classiche teorie struttu-
rali, pervenendo a una formulazione estremamente versatile, traducibile in algoritmi
gestibili in modo molto efficente da strumenti-di calcolo automatico.

Molte delle proprieta delle teorie strutturali si trasferiscono pressoché inalterate nel
nuovo contesto. Purtroppo a volte si trasferiscono anche gli inconvenienti. Quello piu
frequentemente riscontrato & I’eccesso di rigidezza, dovuto ai vincoli che un modello
cinematico fatalmente introduce nel problema originario. 1 modelli flessionali di trave
o di piastra trascurano il contributo delle deformazioni taglianti e producono quindi
soluzioni piu rigide che non le formulazioni che le considerano; I’effetto &€ marginale se
la trave é snella o la piastra sottile, ma puo divenire sensibile in caso contrario. Anche
uno schema ad elementi finiti basato su di un modello agli spostamenti puo presentare
rigidezza eccessiva, talvolta al punto di non essere in grado di rappresentare neppure gli
aspetti essenziali del comportamento strutturale.

12.1.2 PROBLEMI “VINCOLATYI”

ESEMPIO 12.1 Siinizia a discutere il fenomeno con riferimento alla mensola a sezio-
ne costante in Figura 12.1a. ll problema era gia stato risolto in precedenza (Esempio
7.2) e si era ottenuto per lo spostamento trasversale all’estremo libero il valore

FL® 3 »-GA,
""3?(” a) B=L""g

Il termine 3/8 rappresenta il contributo percentuale delle deformazioni taglianti, che
diviene rapidamente trascurabile al crescere di g e quindi, a parita di sezione, di L.
L’esempio era stato in effetti utilizzato per legittimare I'introduzione del modello pura-
mente flessionate di trave.

Si vuole ora trovare una soluzione a elementi finiti del problema, basata sul modello

(12.1a, b)



