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Il metodo degli elementi finiti:
sviluppi ulteriori

12.1 LIMITAZIONI DELL’APPROCCIO AGLI SPOSTAMENTI

12.1.1 INTRODUZIONE

Nella pratica applicativa, I’approccio agli spostamenti gode di una posizione di privile-
gio quasi assoluto, al punto che questa versione del procedimento viene a volte incon-
sciamente identificata con il metodo degli elementi finiti nella sua interezza. Cio e
dovuto non solo alla sua generalita e facilita di applicazione, ma anche alla sua sempli-
cita concettuale. L’approccio agli spostamenti, infatti, generalizza in maniera sponta-
nea e diretta I'idea della modellazione cinematica alla base delle classiche teorie struttu-
rali, pervenendo a una formulazione estremamente versatile, traducibile in algoritmi
gestibili in modo molto efficente da strumenti-di calcolo automatico.

Molte delle proprieta delle teorie strutturali si trasferiscono pressoché inalterate nel
nuovo contesto. Purtroppo a volte si trasferiscono anche gli inconvenienti. Quello piu
frequentemente riscontrato & I’eccesso di rigidezza, dovuto ai vincoli che un modello
cinematico fatalmente introduce nel problema originario. 1 modelli flessionali di trave
o di piastra trascurano il contributo delle deformazioni taglianti e producono quindi
soluzioni piu rigide che non le formulazioni che le considerano; I’effetto &€ marginale se
la trave é snella o la piastra sottile, ma puo divenire sensibile in caso contrario. Anche
uno schema ad elementi finiti basato su di un modello agli spostamenti puo presentare
rigidezza eccessiva, talvolta al punto di non essere in grado di rappresentare neppure gli
aspetti essenziali del comportamento strutturale.

12.1.2 PROBLEMI “VINCOLATYI”

ESEMPIO 12.1 Siinizia a discutere il fenomeno con riferimento alla mensola a sezio-
ne costante in Figura 12.1a. ll problema era gia stato risolto in precedenza (Esempio
7.2) e si era ottenuto per lo spostamento trasversale all’estremo libero il valore

FL® 3 »-GA,
""3?(” a) B=L""g

Il termine 3/8 rappresenta il contributo percentuale delle deformazioni taglianti, che
diviene rapidamente trascurabile al crescere di g e quindi, a parita di sezione, di L.
L’esempio era stato in effetti utilizzato per legittimare I'introduzione del modello pura-
mente flessionate di trave.

Si vuole ora trovare una soluzione a elementi finiti del problema, basata sul modello

(12.1a, b)
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“di trave alla Timoshenko. La schematizzazione piu semplice comporta un unico ele-
mento con funzioni di forma lineari, la cui matrice di rigidezza & fornita dalla (11.70a).
L’incastro annulla i due gradi di liberta dell'estremo di sinistra; indicando con f e § lo
spostamento e la rotazione dell’estremo libero e ricordando la (12.1b), il sistema risoli-
vente si scrive quindi

s8]
L? 2L ({1 FL 4
B Y I U R (12.2)
2L 3
si ottiene, in luogo della (12.1a)
FL*? 3 12
f=-——" S - T
3E1 (1 + ﬁ) 1248 (12.3)

L'andamento della (12.3) & diagrammato in funzione di 8 nelfla curva L1 di Figura 12.1b,
sempre sensibilmente al di sotto dei valori esatti, ragionevolmente approssimati solo
per 3 irrealisticamente piccoli (si osservi a questo proposito che per una sezione
rettangolare di altezza h e un materiale con coefficiente di Poisson » = .25 riculta
8= 4(L/h)2,: per L/h >5 & allora 8 > 100; i valori del rapporto L/h relativi a questo caso
sono pure riportati in Figura 12.1b). Al crescere di 8 la soluzione, anziché avvicinare il
valore previsto dal modello puramente flessionale, tende a zero, rivelando come lo
schema discreto sia incapace di rappresentare il comportamento di una trave snella.

Il fenomeno non viene rimosso operando con un maggior numero di elementi. La
curva L2 in Figura 12.1b riporta la soluzione ottenuta con due elementi: si riscontrano
solo marginali incrementi di flessibilita, che comunque ancora tende a zero con I'au-
mentare della snellezza. Un parziale miglioramento & associato all’'uso di elementi di
ordine pilu elevato: un unico elemento finito con modeilo quadratico per entrambe le
componenti v(x) e ¢(x) produce la soluzione rappresentata dalla curva Q1; per 83— la
freccia non si annulla, ma & pari solo al 75% del valore corretto. La soluzione &
comunque sorprendentemente rigida per valori significativi di 8, prevedendo scarti
superiori al 15% rispetto alla soluzione esatta.

S5 7 1.t 16 22 35 50 71 112 158

F
f 1 2 5 10 20 50 100 500 1000
i . v B =1%GA, /EI
a) ]
Figura 12.1
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L’elemento di trave aila Timoshenko costituisce un esempio di problema vincolato,
caratterizzato dalla presenza di un legame, indotto dal modello di spostamento, tra
diverse componenti di deformazione. Nel caso di un modello lineare, il regime deforma-
tivo nell’elemento € governato dalla matrice B espressa dalla (11.40b). Indicando con
S 95 e fq, 9,4 gli spostamenti e rotazioni agli estremi di sinistra e di destra, le deforma-
zioni in ogni clemento risultano

ff

x| 110 1 0 -1 J,
{} {—l ~l+x 1 —-x| ) fq
l’d

(12.4a)

dove, al solito, x indica la curvatura flessionale e r lo scorrimento medio. Al crescere
della snellezza della trave, quest’ultimo tende a zero. Peraltro, per ¢ = 0 dalla (12.4a)
consegue

Ja—fi—9:,=0 d—39,=0 (12.4b)

il che configura un moto rigido ed implica anche x = 0. Un elemento lineare di trave di
Timoshenko non € quindi in grado di deformarsi flessionalmente in assenza di deforma-
zioni taglianti.

Questo elemento in realta non dovrebbe essere considerato valido, in quanto i modi
a deformazione costante, pur entrambi presenti, non sono indipendenti da contributi di
ordine superiore. Modelli di ordine piu elevato rispettano questa condizione ma non
eliminano completamente ’eccesso di rigidezza. La situazione 1 = 0, avvicinata in solu-
zione da una trave snella, introduce comunque dei vincoli sulle curvature, di fatto
rappresentate pit poveramente di quanto P’ordine delle approssimazioni polinomiali
non lasct a prima vista prevedere.

Lo stesso fenomeno puo riscontrarsi in problemi tridimensionali o piani nelle defor-
mazioni, qualora il modello non sia in grado di separare le componenti deviatoriche da
quelle volumetriche di deformazione; se il materiale € pressoché incompressibile (v —.5)
queste ultime tendono a zero ¢ vengono a costituire un vincolo sulle prime.

12.1.3 EFFETTI DELLA DISTORSIONE GEOMETRICA

Un eccesso di rigidezza puo anche essere introdotto nello schema discreto dalla distor-
sione geometrica degli elementi di cui & costituito. Il fenomeno viene illustrato con
riferimento alla mensola tozza di Figura 12.2a, considerata come un problema piano
nelle tensioni e schematizzata con elementi bilineari S4. Si considerano due suddivisioni,
composte rispettivamente da 4 e 16 elementi, e si assume come valore di riferimento la
massima componente verticale di spostamento all’estremo libero calcolata con elementi
quadrati. :

Tale valore non ¢ di per sé accurato (in particolare,>con soli 4 elementi si ottengono
risultati decisamente grossolani). Esso tuttavia viene qui utitizzato ai soli fini del con-
fronto con quello che risulta distorcendo isoparametricamente gli elementi nelle geome-
tric indicate con (D e @) in Figura 12.2b (il secondo caso richiede ovvie modifiche negli
clementi adiacenti le sezioni di estremita). Le matrici di rigidezza sono calcolate nume-
ricamente utilizzando una griglia 2 x 2, che assicura I’integrazione completa. La distor-
sionc geometrica é misurata dal parametro adimensionale
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D= "l min J(&, ) (12.5)

dove A & ’area dell’elemento, sempre pari a #° nel caso in esame, ¢ J(£, 1) lo Jacobiano
della trasformazione isoparametrica. Esso ¢ calcolabile sulla base delle (11.112¢) e
(11.116b) e risulta, in entrambi i casi

J = (1 + am) (a)
Sull’elemento, esso ¢ minimo per n = — 1. Si ottiene pertanto
D=1-« ®

D = 1 corrisponde all’elemento non distorto, uguale a meno di un fattore di scala al suo
genitore, e D = 0 al caso limite in cui I'clemento degenera in un triangolo. 1l rapporto
tra gli spostamenti massimi calcolati per vari D ¢ quello relativo a D = 1 ¢ diagrammato
in Figura 12.2¢. | risultati mettono in luce un incremento di rigidezza, sempre pit
marcato all’aumentare della distorsione. Il fenomeno ¢é inoltre pit sensibile per il
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reticolo rado che non per quello fitto. Comunque, anche per 16 elementi ¢ una distor-
sione abbastanza modesta (D = .75) lo spostamento massimo diminuisce del 5% circa,
in misura quindi non trascurabile.

L’effetto irrigidente della distorsione geometrica ¢ drammaticamente evidente nell’e-
lemento S; ma, pur se non sempre in modo altrettanto pronunciato, si presenta anche
in altri casi. Esso ¢ attribuibile al fatto che la formulazione isoparametrica conserva la
capacita di rappresentare, oltre ai moti rigidi, i modi a deformazione costante, ma
altera la natura dei modi deformativi di ordine piu elevato. La soluzione converge
sempre all’infittirsi del reticolo, come il confronto tra le curve relative a 4 ¢ 16 elementi
in Figura 12.2¢ lascia intuire, ma la soluzione per una suddivisione non eccessivamente
fitta puo rivelarsi inadeguata. La quantita (12.5), nota come parametro di distorsione
¢ definibile, con modifiche puramente formali, anche per elementi derivati da genitori
triangolari o tridimensionali, rappresenta un indice atto a quantificare P'effetto; di
regola, elementi per cui risulta D £ .25 sono considerati potenzialmente problematici
[1]. Va detto, peraltro, che anche elementi non distorti possono dar luogo a inconve-
nienti; un elemento rettangolare, a esempio, presenta sempre D = | ma il suo compor-
tamento pud essere cattivo se le dimensioni dei suoi lati sono sensibilmente diverse.

12.1.4 FENOMENI DI “LOCKING”

Quanto sopra osservato indica che i modelli agli spostamenti possono in determinate
circostanze presentare comportamenti patologici. L’eccesso di rigidezza insito in ogni
approccio cinematico risulta a volte ben pitt marcato di quanto ’ordine delle approssi-
mazioni polinomiali non lasci ragionevolmente prevedere. Puo infatti accadere che lo
schema discreto si riveli incapace di rappresentare anche solo gli aspetti essenziali della
risposta strutturale, che risultino cioé drasticamente sottostimati anche quei parametri
(tipicamente, gli spostamenti nodali) che ci si attende essere adeguatamente approssi-
mati anche da modelli relativamente poveri.

Il fenomeno ¢ attribuibile a vincoli cinematici, che possono intervenire a diversi
livelli. A volte, come negli elementi di trave alla Timoshenko, essi sono insiti nel
modello stesso, il quale instaura un legame tra componenti deformative che presentano,
in soluzione, valori tra loro marcatamente diversi. In altre circostanze il buon compor-
tamento di un elemento di forma regolare pud venire deteriorato dalla distorsione
geometrica, in misura anche drammatica se questa ¢ notevole. Puo anche accadere che
modi deformativi ben rappresentati in elementi isolati vengano a essere vincolati in sede
di assemblaggio. Anche le conseguenze possono essere diverse. A volte la convergenza
¢ distrutta, indicando che i vincoli sono tali da compromettere la validita deil’elemento;
in altre circostanze, la soluzione converge al valore esatto all’infittirsi del reticolo, ma
un’approssimazione adeguata richiede suddivisioni molto ricche. Ne risulta comunque
un comportamento patologicamente rigido, cui in letteratura ci si riferisce genericamen-
te col termine di locking.

Tali situazioni richiedono interventi correttivi e sono state formulate varic proposte
in questo senso. In alcuni casi il fenomeno di locking pud essere eliminato valutando
le matrici di rigidezza in via approssimata, mediante tecniche di integrazione ridotta o
selettiva, mirate a migliorare le caratteristiche di comportamento di particolari elementi.
[: anche possibile abbandonare o generalizzare 'approccio agli spostamenti modeltan-
do, in alternativa o in aggiunta agli spostamenti stessi, gli andamenti di altre variabili,
quali sforzi o deformazioni. Spesso, impostazioni apparentemente diverse producono
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gli stessi risultati, suggerendo la presenza di connessioni. 1 panorama ¢ indubbiamente
molto articolato ¢ ancora oggetto sia di ricerca teorica che di sperimentazione numerica,
tanto che una sua trattazione completa ed esauriente non ¢ ancora reperibile neppure
in testi specificamente dedicati agli elementi finiti. Comunque, anche solo un’introdu-
zione alla problematica richiede un piu approfondito esame delle implicazioni dei
modelli cinematici, cui ¢ dedicato il paragrafo che segue.

12.2 LA FORMULAZIONE “NATURALE”
DELL’APPROCCIO AGLI SPOSTAMENTI

12.2.1 SFORZI E DEFORMAZIONI GENERALIZZATI

12.2.1.1 Moti rigidi ¢ modi deformativi

La relazione

e(x) = B(x)u (12.6)

esprime le deformazioni nell’elemento finito in funzione dei suoi spostamenti nodali.
Questi peraltro includono anche moti rigidi, possibili in un elemento isolato ¢ dovero-
samente rappresentati dal modello, cui non corrispondono deformazioni. Esisteranno
quindi spostamenti nodali u, tali per cui dalla (12.6) si ottiene

B(x)u,=0 (@)

Come osservato in [2], € possibile stabilire una corrispondenza biunivoca tra le m
componenti di ¥ e due vettori p ¢ g che rappresentano, rispettivamente, i p moti rigidi
e i d modi deformativi dell’elemento (p + d = m). Simbolicamente, si scrive

ool m af

La (12.7a) esprime gli spostamenti nodali come somma dei contributi seguenti
u,=A,p u, = Aq (12.8a, b)

Sostituendo la (12.84q) nella (a) e imponendo che I'eguaglianza valga per ogni p, si
ottiene

} c
{:}:A ’u=[c"]u (12.7a, b)

B(x)A,=0 (12.9)

Le p colonne della matrice A, sono quindi vettori lincarmente indipendenti tali da
soddisfare la (12.9). Essi possono essere determinati considerando gli spostamenti
nodali che corrispondono a traslazioni e rotazioni rigide dell’clemento. La matrice A &
costituita da d = m — p colonne tali da costruire, unitamente ad A, , una matrice A non
singolare. La definizione di A non € univoca, essendo solo necessario che le sue colonne
siano lincarmente indipendenti tra loro ¢ dalle colonne di A,. Dalla (12.6) si ottiene
allora

&(x) = B(x)u, = B(x)A q b)

Introducendo la matrice
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b(x)=B(x) A (12.10)
tale relazione pud anche scriversi
& cx)=b(x)q (12.11)

Le d componenti de! vettore g sono le deformazioni generalizzate dell’elemento (chia-
mate modi naturali in [2]), che governano gli andamenti locali attraverso la (12.11). Se
il modello ¢ correttamente formulato, le colonne di b(x) risultano linearmente indipen-
denti: non é cioé possibile che un vettore g # 0 dia luogo a deformazioni identicamente
nulle neil’elemento.

La (12.7b) consente di esprimere sia i moti rigidi che le deformazioni generalizzate in
termini di spostamenti nodali. Si ottiene

p=C,u q=Cu (12.12a, b)
dove le matrici C, e C sono costituite, rispettivamente, dalle prime p e dalle ultime d

righe di A™'. Inserendo la (12.12b) nella (12.11) e confrontando con la (12.6) si deduce
la relazione

B(x)=b(x) C (12.13)
Introducendo le (12.12) nelie (12.8) si otticne anche
u,=A,Cu u,=ACu (12.14a, b)

relazioni che permettono di separare, negli spostamenti nodali ¢ dell’elemento, i moti
rigidi dai contributi deformativi. Si osservi che valgono anche le relazioni

AC,+AC=1, C,A, =1, CA=I, (12.15a-)

C,A=0 CA,=0 (12.15d, e)

dove si ¢ indicato con I, la matrice identica n X n.

ESEMPIO 12.2: quadrato a qualttro nodi Si consideri un elemento Ss , suppon'endoZ
per semplicita, che esso sia un quadrato di lato ¢ (Figura 12.3). Numerando i suoi
spostamenti nodali come in figura, la matrice B risulta

 [—a-w t-wa+w -0+m 0 o o 0
B- 0 o 0 0 —(1-B —(1+H 1+ (-9 (1216
201 1oy —(+H A+ (-9 —(-n (-n) (140 (140

8 7
A Y A o
4 "3
5 y
t ;u "
| u Au
1 )

Figura 12.3



380 Capitolo 12

dove (¢, ) sono le coordinate intrinseche; sostituendo le (11.84), la (12.16) si riconduce
alla (11.39) particolarizzata a h = (.

L’elemento ha m = 8 componenti di spostamento nodale; i moti rigidi nel piano sono
p = 3 e sono quindi presenti d = 5 modi deformativi. Una possibile espressione per la
matrice A & la sequente

10 -5/ -1 0 .5 1 0
10 -5 1 0 5 1 0
10 5 1 0 5 1 0
¢ |10 5] -1 0 5 -1 0
A = - A, ] A} (12.17)
2 1p1 5 0 -1 -5 0 1
01 -5 0 -1 5 0 -1
01 -5 0o t 5 0 1
01 5 0 1t -5 0 1]

Le prime tre colonne, che costituiscono la matrice A,, risultano dagli spostamenti
nodali che configurano le traslazioni dell'elemento secondo i due assi e la rotazione
rigida attorno all'origine del riferimento intrinseco (Figura 12.4a). E facile constatare
che la condizione (12.9) é effettivamente rispettata. Le rimanenti cinque colonne for-
mano invece la matrice A. Premoltiplicando per la (12.16), si ottiene

100 0‘
b(t, ) =B, n)A=|0 1 0 0 ¢
[4
001« T'J (12.18)
I T I
! | e
P, 1
I | | |
b — ]
p
2 a,
P | ] r_
— —
- —

@) moti rigidi ) modi deformativi

Figura 12.4
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I modi corrispondenti alle cinque componenti di deformazione generalizzata sono
iltustrati in Figura 12.4b. | primi tre comportano deformazioni costanti, cui il modello
aggiunge due ulteriori contributi, noti come modi a clessidra (hourglass modes).

La matrice A definita dalla (12.17) & nonsingolare, come ¢ facile constatare osser-
vando che le sue colonne sono mutuamente ortogonali. Hl calcolo della sua inversa &
immediato e fornisce

1 1 1 1 0 o o o]

0 1 1 1 1

IS R T R R R

;
A":—i -1 1 1 -1 0 0 0 o =[-£€] (12.19)

90 0 0 0o -1 -1 1 1 ¢

1 -1 11 -1 11—

1 -1 1 -1 0 0 0 o0

Lo 00 0 1 -1 1 -1

Le prime tre righe della (12.19) costituiscono la matrice C, che definisce,vattraverso fa
(12.12a), i moti rigidi del’elemento in funzione degli spostamenti nodali. Si ottiene

1 1
g,:zT(u‘+U2+U3+u4) gzzzT(us+us+U7+ue)

1
03 = g (U3 + Ua + us + ug) (U1 + Uz + Us + )] (12.20a)

Le ultime cinque righe definiscono invece la matrice C che permette di esprimere le
deformazioni generalizzate. Risulta

Q1= 51!7 w2 + ua) ~{us + ua)] qz2= ZLt’ lu7 + ue) - (us + ue)]

g3 = [(ua + v + Us + Uz} — (U1 + U2 + Us + Ug)] (12.20b)

,14
2¢

Qs = 21, [(ur + u3) = (u2 + u4)]

Qs = '51? [(Us + u7) - (Us + ug)] (12206)
Le (12.20b) definiscono i modi a deformazione costante e le (12.20c¢) quelli a clessidra.

La (12.17) rappresenta solo una delle possibili definizioni per A. Una combinazione
lineare delle sue prime tre colonne rappresenta un moto rigido e tre qualsiasi vettori
di questo tipo, purché linearmente indipendenti, costituiscono una valida definizione
di A,. Analogamente, espressioni alternative di A possono essere costruite combinan-
do linearmente le ultime cinque cotonne della (12.17). La forma qui presentata, peral-
tro, evidenzia immediatamente gli aspetti fondamentali del comportamento dell’ele-
mento.

N

ESEMPIO 12.3: elemento di trave alla Timoshenko Si consideri ora un elemento retti-
lineo di trave, definito nell’intervallo 0 < x < ¢, e si assumano approssimazioni polino-
miali di grado N sia per lo spostamento trasversale che per la rotazione della sezione.
Operando in termini della coordinata intrinseca ¢ si scrive allora

N
V() = a0+ ark+ @t + .. = ZO ant" (12.21a)
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olt) = (bo + byt + by 4 ZJ bat" (12.21b)

Ricordando la (11.84a), le deformazioni corrispondenti si scrivono

do 2 de dv 2 dv
= o= - t = - = S
x(&) dx = T 0 dt (&) ax T g ¥
dove x & la curvatura flessionale e t lo scorrimento medio. Risulta
x(B) = -7 (2by + dbyE + . Z‘ 2nb, g (12.22a)
N
1 = 2, [(2a1 - bo) + (4a2~bi}E + ..~ bng"] = 2_, (2nan—ba-)g" - bag"t (12.22b)

Le (12.22) esprimono le deformazioni nell’elemento nella forma (11.30b), dove si pud
adesso porre

a= {ao bo|a| b Iaz b2| IaN bN;’ (1223)
2 4t 2NgNT
0 0 0 T2 0 7 0 T2
B.(8)=
© 2 £ LI ang™! Y
0 -y N I B ¢ ¢ i
(12.24)

| coefficienti a sono legati agli spostamenti nodali attraverso le (11.31). Precisamente
u="ra a=I"u (c1,2)

Sostituendo la seconda di queste nella (11.30b) si riottiene la (12.6), con B espressa
dalla (11.33b). o

Moti rigidi e deformazioni generalizzate possono tuttavia essere definite operandq
direttamente sulla (12.24). Si introduca una matrice nonsingolare A, che permetta di
scrivere, in luogo delle (12.7)

_ el _ pllel _ 415 |Cu
a=A, [q] =[A,,lA.] {q} {q] =Aa= [C**‘] a (d1, 2)
dove A,, é definita dalla condizione

B.(HA., =0 (e?)
La matrice

b(f) = B.(5A. (e2)

esprime, attraverso la (12.11), le deformazioni locali in funzione di quelle generalizzate.
Le (c) permettono di riconoscere che valgono le relazioni

A=TA, Al= A1 (A1, 2)
Risulta, in particolare
c=c.r' (9
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E facile verificare che A, pud scriversi come segue

1

112 ) P
0212

A, = . . 148 : : 04 . . . (12.25a)
: . &L .

— 124 . . /6
T
— 2148

Le due prime colonne, che verificano la condizione (e1), costituiscono 1a matrice A
le rimanenti A, L'inversa della (12.25a) risulta

*0

1

. . -2
el 21 . : ‘
A=l . . . ) L4 . . (12.25b)
. . —1e 4/t A :

. - 612
—1ef 6l

Tali espressioni sono di validita generale; per ogni grado N dei polinomi approssimanti
vanno considerate le prime 2N + 2 righe e colonne delie (12.25).
Calcolando la (e2) relativa all’espressione (12.24) di B, e alla A, che si evince dalla

(12.25a) si ottiene
EN»I 0
. ‘ (12.26)

pin_ |1 O8O
= 0 1]0 ¢ gENI2N g

£ 0
0 #

Per gli elementi lineare (N = 1), quadratico (N = 2) e cubico (N = 3) 1a (12.26) si partico-
larizza nelle espressioni seguenti

bi(f) = o bo(8) =
1(8) = w2 1 2(8) =

1020'52 0
0 110 ¢lesfie &2

10} ¢ o0
I 2 } (12.27a, b)
0 1|eua ¢

bsft) = [ (12.27¢)

La matrice b consente di esprimere attraverso la (12, 11) la curvatura x (prima riga della
(12.26)) e lo scorrimento medio t (seconda riga) in funzione delle deformazioni genera-
lizzate dell’elemento. Il modello non ¢ in grado di disaccoppiare completamente i due
contributi, in quanto la deformazione generalizzata g,y interviene in entrambi. Que-
sto accoppiamento é responsabile dell’eccesso di rigidezza che si riscontra in travi
snelle. In tal caso, infatti, t—~0 e ci6é implica che, oltre alle deformazioni generalizzate
con indice pari, anche gzn- risulti pressoché nulla; la curvatura flessionale & rappre-
sentata solo fino all’ordine N — 2, di un grado inferiore a quello che 'approssimazione
polinomiale per ¢ non lascerebbe prevedere.
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Le conseguenze sono particotarmente drammatiche per il modello lineare. Dalla
(12.27a) si evince infatti

N=1: t=0—-g1=q2=0—->x=0 th1)

L’elemento diviene quindi incapace di deformarsi anche fless_ionalmente, dando luogo
al fenomeno di locking. Per i due successivi elementi si ha invece

N=2: t=0—-g2=q3=q4=0— x=g1 {(costante) (h2)

N=3: t=0-02=Qs=Qs=Qs=0 — x =g+ gat (lineare) (h3)

'elemento quadratico risulta di fatto molto rigido. ' N - .
- ?I?egame ?ra deformazioni generalizzate e spostamenti nqda!v é stabilito dallabma;rl-
ce C, calcolabile tramite 1a (g) sulla base della C, che si evince dalla (12.25b). Per

I’elemento lineare risuita

c. =10 00 — 2 . (12.28a)
*T)0 -1 2t 0O
Si assumano gli spostamenti nodali nell'ordine seguente
1
uy=v(-1) =ap—as u=(-1) = ¢ (bo— b1)

1
us = v(1) = ag + ay ua = ¢(1) = - (bo + b1)

& allora
1 1 b —'"("(U + Ug) by = ; (—uz + ug)
ao:—é (ur + ua) a1:—‘2—(—U1+U3) 0= 2
e risulta
1 01 0
1 0 ¢ 0 ¢
M=%l 1 010 (12.28b)
0 —-¢ 0 ¢
Introducendo le (12.28) nella (g) si ottiene
0 e 0 -1t (12.29)
C=|_we —12 e -2
Le deformazioni generalizzate sono quindi
1 ! 1 12.30a
Q1=7,'(U2—U4) 2= (Us—un) = (U2 + Ua) ( )

Operando in modo analogo sulla matrice C,, si ottiene per i moti rigidi 'espressione

1 ¢ .30b
0=y (U1 + u3) =, (U2 + ud) (12.30b)

Geometricamente, la (12.12b) pud essere interpretata come la rela;ions che t.rasf(?rmla;
fo spazio R™ degli spostamenti nodali u dell’elemento nel sottospazio R relativo ai s0
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modi deformativi, noto anche come spazio quoziente moti rigidi. Tra le d componenti
di g non sussiste alcun legame, nel senso che a ogni punto dello spazio quozientce
corrisponde una possibile deformazione per I'elemento. Si osservi che essendo le defor-
mazioni derivate da un modello di spostamento, ogni colonna di b (come, del resto, di
B) deve rispettare individualmente le condizioni di congruenza interna. Per un elemento
piano, queste si riconducono alla sola (4.27). Precisamente

2 = e 2.
ay? i xady (2.31)

La (12.31) é comunque soddisfatta se le deformazioni sono costanti o lineari. E allora
a volte possibile associare a ogni deformazione generalizzata g, i = 1,..., d, ’andamen-
to di una singola componente di deformazione locale. Ad esempio, nell’clemento T,
(m =6, d=13) le deformazioni sono costanti e ogni componente coincide con una
deformazione generalizzata. L’elemento Ts ha m = 12 gradi di liberta e d = 9 modi
deformativi; le tre componenti di deformazione variano linearmente nell’elemento e
possono essere espresse per interpolazione su tre punti [3]. E cioé possibile definire g
in modo che la matrice b risulti

b= 10 P 0J0 P o0 P 0O (12.32q)
0 0 PJO 0 PO 0 P

dove P, i = 1,2,3, sono funzioni lineari. I punti di interpolazione possono coincidere
con i vertici dell’elemento o con i G = 3 punti di Gauss di una delle formule 3a e 3b in
Tabella 11.4, che integrano esattamente la matrice di rigidezza elastica dell’elemento
genitore. Risulta, nei due ultimi casi

P=1-2L, P, = (6L,-1) (12.325, ©)

1
3
Accoppiamenti tra le componenti di deformazione locale nascono quando il numero di
modi deformativi non ¢ sufficiente a rappresentare tutti i termini lineari, come avviene
nell’elemento S, dove, come si evince dalle ultime due colonne della (12.18), i due modi
a clessidra associano lo scorrimento angolare alle componenti di deformazione diretta.
Essi sono inevitabilmente presenti in elementi di ordine pit elevato, in quanto ogni
colonna di b deve individualmente soddisfare la (12.31). Ad esempio, per I’elemento Sg
(per semplicita si considera il genitore, identificando le coordinate effettive con quelle

intrinseche) la matrice b pud essere scritta [4]

P, 0 -v/i6| P, 0 Y/I6| P, 0 -Y/16
b= 0 Py —X/16] 0 P, X/16|"0 P, —X/16
-X/8 ~v/8 P |x/8 Y8 P, |-x/8 —v/8 P,

P, 0 Y/I6|-VY/3
0 Py X/16( X/3 (12.330)
X/8 Y/8 P, 0

dove
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P = l (1-v35 -3y P, = “1. (1 + V38 (1 —3n)
X =1-3¢ Y(n) =137’ (12.33¢)

Nello scrivere le (12.33) si ¢ imposto che 12 delle 13 componenti di deformazione
generalizzata si identifichino con i valori locali nei punti di integrazione relativi ad una
griglia 2 X 2, di coordinate & = + 1/V/3, 9, = £1/V3. Le (12.33b) sono infatti polinomi
interpolanti su tali punti, dove le funzioni quadratiche (12.33¢) si annullano. Se ivi
valutati, i quattro blocchi 3 x 3 che costituiscono le prime 12 colonne di b si ricondu-
cono o alla matrice identica I; o a matrici nulle. Sono tuttavia presenti anche termini
non diagonali; quelli relativi all’ultima colonna di ogni blocco sono richiesti dalla
congruenza: dal momento che le funzioni (12.33)) sono bilineari, la loro derivata mista
non & nulla e la (12.31) richiede che sia compensata da contributi a primo membro. Tali
termini ne richiamano di analoghi nella terza riga.

Si & visto nel capitolo precedente che perché un elemento possa essere considerato valido
occorre che il modello di spostamento rappresenti i suoi moti rigidi € i modi a deformazione
costante. Si era inoltre alfermato che questi contributi, se presenti nell’elemento genitore, si
conservavano in un elemento di geometria distorta isoparametricamente.

Tale proprieta verra ora illustrata per il caso di elementi piani. La matrice B ¢ espressa dalla
(11.114), qui riscritta

| { Yin 0 ]
B-— 0 - Xin (12.34)
Il -xin  Yin]

dove, si ricorda, X, e Y, raccolgono le ascisse e le ordinate degli r nodi dell’elemento effettivo,
J & lo Jacobiano (11.112¢) della trasformazione e n é la matrice emisimmetrica (11.1128).
Precisamente

J=YnX,=-X,nY, n=—-n=N_,N;—N;N (12.35a, b)

N c N, sono i vettori che raccolgono le derivate delle funzioni di forma dell’elemento
genitore

N,=1{...3aN/dt. ) N, =1{..3N/dm. ) (12.36)

Per ’elemento S: essi sono esplicitati dalle (11.1164), mentre la matrice n ¢ cspressa dalla

(11.116b). Si introduca ora un vettore t di r componenti, tante quanti i nodi dell’clemento,
tutte di valore unitario

t=1{11 .. 1 (12.37)
Per un valido elemento genitore, deve risultare
Nt -Nt=0 (12.384)

Tali quantita sono infatti le deformazioni che nascerebbero nell’clemento genitore qualora
venisse attribuito valore unitario a tutte le componenti orizzontali o verticali di spostamento
nodale; 'operazione configura traslazioni rigide, cui devono corrispondere deformazioni
nulle. Dalla (12.355) consegue allora
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nt=0 (12.388)

lnol_(re, la natura emlsn'mmctrica di n assicura che qualunque forma quadratica a essa associa-
ta risulta nulla. Sara, in particolare

X.nX,=Y.nY,=0 (12.38¢)
E adesso facile riconoscere che la matrice A, pud scriversi

A, = (12.39)

Premoltiplicando per la (12.34) e ricordando le (12.35a) e (12.38) si ottiene infatti

Yint 0 % YinY, i
1 1 |
ga - ! oy i 000
Ty 0 Xant 7 XonX, {000
000
—- Xhnt Y.nt ——;A XwnY, + YinX,)

[? pqssnblle identificare le colonne della (12.39) con le due traslazioni secondo gli assi del
riferimento globale e una rotazione nel piano.

La matrice A relativa ai modi deformativi pud essere suddivisa nelle due sottomatrici
seguenti

A=[A A] (12.40)
dove A, si riferisce ai modi a deformazione costante e A, ai rimanenti. La prima si scrive
.
xn 0 Y,,

2
A = 1 (12.41)
0 Y. By X

Pre"molliplicando per I'espressione (12.34) di B e ricordando sempre le (12.35a) e (12.38) si
ottiene infatti . ‘

|

Yi.nX, 0 > Y.nY,

BA = - 0 -X.nY, w,; XinX, =

SO -
(=R =
—_0 o

1

’

-XwnX, Y.nY, 5 (-X.nY, + YinX,)
Le tre cplonne nFIla (l2.4|)_conl'igurano quindi spostamenti nodali cui corrispondono defor-
mazioni costanti. L’espressione (12.40) di A va poi completata definendo le colonne della
mg[ncc A, , che devono risultare linearmente indipendenti da quelle di A, ¢ A, oltre che tra
di loro. ‘

. Quanto d.elto mostra, sia pure limitatamente ad elementi piani, che la trasformazione
isoparametrica conserva sia i moti rigidi che i modi a deformazione costante. E solo richiesto
che te funzioni di forma dell’clemento genitore soddisfino le (12.384), vale a dire che la somma

delle loro derivate sia nulla. Tale condizione ¢ certamente verificata se I’elemento genitore ¢
correttamente formulato.
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E anche possibile constatare che i modi deformativi non costanti vengono ad essere alterati
dalla trasformazione. Si consideri, per semplicita, 'elemento S;. Nel caso di Figura 12.3 le
coordinate dei nodi risultano

X, =¢j0 | 1o} Y,=¢001 17 )

il che riconduce le (12.39) ¢ (12.41) alle prime sci cotonne della (12.17). L.e due ultime possono
esscre scritte compattamente nella forma

a -l |p o0 h:J:L )
BA

Si pud osservare che esse sono comunqgue linearmente indipendenti dalle colonne delle (12.39)
e (12.41), salvo che per geometrie degeneri. La () rappresenta quindi una legittima espressio-
ne di A, anche per elementi distorti. Premoltiplicando per la (12.34) si ottiene

Yinh 0

1 e , !

BA, = J 5 0 - X,nh (k1)
- X',nh Y!.nh

dove, ricordando la (11.116b), risulta
1
nh = N E-n) -+ -(&-7) &+ (k2)

Per I’elemento quadrato di Figura 12.3, dalle (/) ¢ (12.35a) si ottiene J = /4 e le (k) si
riconducono alle ultime due colonne della (12.18), vale a dire alla parte della matrice b relativa
ai modi a clessidra, che prevedono variazioni lincari delle deformazioni sull’elemento. Se
questo perd ¢ distorto in una forma diversa dalla rettangolare, J risulta funzione del punto e,
siccome nelle (k) compare al denominatore, i corrispondenti modi deformativi presentano
andamenti non riconducibili ad espressioni polinomiali (in tal caso f ¢ una lunghezza arbitra-
ria, introdotta allo scopo di renderc le deformazioni generalizzate dimensionalmente omoge-
nee tra loro).

12.2.1.2 Sforzi generalizzati

Alle deformazioni generalizzate q, espresse dalla (12.12b) in funzione degli spostamenti
nodali, sono associate quantita statiche, indicate con Q e definite, al solito, da una
condizione di cquivalenza in termini di lavoro virtuale interno. Nel caso in csame,
questa si scrive

Q' &q = [c’(x) SEMX)dV v 8q, 8E(x) = b(x)oq (12.42)
Jy
dove V indica il volume dell’elemento. Si ottiene
Q= b'(x) a(x) dV (12.43)
Jy

Sono questi gli sforzi generalizzati dell’clemento finito (noti anche come componenti
naturali di sforzo [2]), che rappresentano particolari misure giobali (risultanti) del
regime tensionale locale.

Il metodo degli elementi finiti: sviluppi ulteriori 389

ESEMPIO 12.4 Per I'elemento piano di Figura 12.3 la (12.43) si scrive, supponendo lo
spessore t costante

2 [
o=t f 1 f B ) ot ) il *

dove b é.espressa dalla(12.18) e o = {ox 0, 74} Le componenti di sforzo generalizzato
sono quindi

o= 1€ [‘ [‘ 12 f‘ [‘ w [
g = o dtd Qp = - did =
4 JJ 7 2 4 e 1C'y iy Qs 4 fif‘r.ydfdn

w [ 2 1
Qu=-, (o1 + Tyf)dtdy Qs =
4 » . xn Xy n 5 4 » 1(0y£ + Txy'l)dEd’? (m)

Le prime tre di queste, corrispondenti ai modi a deformazione costante, sono propor-
zionali gii valori medi delle tre componenti di sforzo locale. Le due rimanenti sono
proporzionali ai momenti rispetto all’origine del riferimento intrinseco delle tensioni
ggenti su giaciture di normale, rispettivamente, ¢ e y (Figura 12.5; si noti che questa
interpretazione, peraltro di dubbia utilita, richiede che le 7,, siano considerate positive
quando dirette nel verso opposto di quello usuale).

Se I'elemento & distorto isoparametricamente, si ha, in luogo detia (12.18)

1 0 0 Eej Yinh 0
b=lo 1 o 0 —-;jx‘nnh
¢ ;
0 0o 1--txtan  Lovtan
2J 24 (12.44)

con nh Qefinito dalla (k2). Le prime tre componenti Q mantengono inalterata la loro
espressione, salvo che per il dominio di integrazione, sempre costituito dal volume
dell’elemento ma non piu necessariamente pari a tf. Ricordando la (11.106), le ultime
due si scrivono (sempre per t costante)

4 1
Q4 = > f7 (Yonho - Xinh T)dV =
v

t() 1 1 1 1
=5 [Yf.f f nhoxdzdn—xf,f f nhr,ydgdn] ' (n1)
1 -1 -1d 1
te v v
Qs = > [—ﬂ.fﬁ[ﬂha,dédn + Yl,f f nhr,ydédn} (n2)
-1J - 1

Anche nel caso in esame, che pur rappresenta il piu semplice esempio non banale di
elemento isoparametrico, non & facile attribuire un significato meccanico alle (n). In
generale, gli sforzi generalizzati vanno considerati come definizioni formali, che solo
in particolari circostanze possono essere tradotte in informazioni ingegneristicamente
utilizzabili.

In modo analogo si procede per I'’elemento di trave alla Timoshenko. Si ha ora, in
luogo della (¢)

e 1
Q= f1b’(£)a(£>d£ (0)
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nA
1T, dE ds
l 1T, dEds
YT, dedg
i
> &
0

Figura 12.5

dove o & costituito dal momento flettente M e dall’azione taglignte T. Nel caso del
modello lineare, b si particolarizza nella (12.27a) e dalla (o) si ottiene

1

B A = ¢ f‘
= — — Td Q= - Td 1, 2
Qs Zf‘Md£+ 4 'z ¢ 2= 5 ‘ H »1,2)

12.2.1.3 Relazioni con le variabili nodali

Occorre ora introdurre i legami tra deformazioni e sforzi generalizzati ¢ le variabili
nodali che, a valle dell’operazione di assemblaggio, si identificano con spostamenti e
forze generalizzati dello schema discreto. La relazione di congruenza é direttamente
fornita dalla (12.12b6), che esprime g in funzione degli spostamenti nodali. L’equazione
di equilibrio corrispondente si ricava sempre imponendo 'eguaglianza dei lavori virtua-
li (11.42). Il lavoro esterno é ancora

L. =(p + po)oi (gD

con p e p, definiti dalle (11.44). Il lavoro virtuale interno pud invece scriversi, in virtl
della (12.42)

£ =Q'sq (@2
La condizione di equilibrio per I’elemento ¢ quindi
(P +po)ot=Q6q v ou, 5 =C U ()
Si ottiene
p=C'Q-p, (12.45)

Si osservi che la definizione (12.43) di Q e la (12.13) stabiliscono la completa equivalen-
zatra la (12.45) ¢ la (11.46).

L’equilibrio impone anche un legame tra le componenti di forze nodali. Se nella (1)
si assumc per 64 un moto rigido (12.84), il corrispondente tavoro virtuale interno €
nullo. Dovra pertanto risultare

(P +py) dt,=0 Vvép,ou,=A,dp (s)

da cui discende
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AL(p+py)=0 (12.46)

La (12.46) esprime formalmente la condizione di equilibrio globale per le forze nodali,
il cui significato era stato discusso nel Paragrafo 11.3.1.

L’operazione di assemblaggio si mantiene inalterata, anche se ora si riferisce alle
(12.128) ¢ (12.45). Nel caso di vincoli fissi ed in assenza di carichi direttamente applicati
ai nodi, valgono sempre le (11.55, 59). Precisamente

N
u=LU@=1,.. N) 2. L'p.=0 (12.47a, b)
e=1

dove in U si intendono presenti solo le componenti di spostamento libere. Introducendo
la (12.47a) nella (12.12b) si esprime ’equazione di congruenza per lo schema discreto
nella forma

q.=CLU (=1, .. N) (12.484)

mentre ['equazione di equilibrio si ottiene sostituendo la (12.45) per p, nella (12.47b).
Risulta

N
P, = 2, L.C\Q, (12.48b)
e=1

con Py sempre definito dalla (11.61).

Le relazioni cinematiche e statiche che governano il comportamento del modello ad
clementi finiti sono riassunte in Tabella 12.1; eliminando sforzi e deformazioni genera-
lizzati e ricordando la (12.13), ¢ facile constatare che essa si identifica con I’analoga
Tabella 11.2.

12.2.2 IL COMPORTAMENTO ELASTICO

Si vuole ora stabilire il legame costitutivo per ’elemento finito, ovvero la relazione che
ne descriva il comportamento in termini di sforzi e deformazioni generalizzati. Nel caso
elastico lineare la sua derivazione ¢ immediata: inserendo la (11.62), con ¢ espresso
dalla (12.11), nella definizione (12.43) di Q si ottiene infatti

o=fwmm~w+adv | )
Si ponga v
D= fb’db dv Q= -~ fb'(dz?—{) av (12.49a, b)
Vv 1 4
La (¢) allora si scrive
Q=Dq+Q, (12.50)

L.a matrice D definita dalla (12.49a) é nota come rigidzza naturale dell’clemento finito
[2]. Essa ¢ simmetrica e definita positiva se, come di regola, d gode di queste proprieta.
Supponendo che non siano presenti contributi anelastici e ricordando semprela (12.11),
’energia di deformazione nell’elemento pud infatti scriversi

|
Q= —fl'——fs’dedV= —ffq'b’dbq dv = 1 q'Dq (ul)
2 J, 2 ), 2
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Essa & certamente positiva per ogni vettore ¢ le cui componenti non siano tutte nulle
ovunque sull’elemento. Dal momento che la (12.11) prevede € = 0 solose @ = 0, conse-
gue

]
7q’Dq>0 vqg=0 (u2)

La (12.49b) definisce la quotaparte degli sforzi generalizzati associata a eventuali defor-
mazioni o sforzi iniziali.

Le (12.45) e (12.12b) permettono di tradurre il legame (12.50) in termini di variabili
nodali. Si riottiene la (11.65), dove ¢ adesso

k=C'DC Py = —Cloo (IZSIG, b)

La (12.13) consente ancora di riconoscere la completa equivalenza tra le (12.51) e le
(11.63, 64). Come del resto osservato nel Paragrafo 11.3.1, la matrice k ¢ solamente
semidefinita positiva, con nullita pari al numero di moti rigidi rappresentati dal model-
lo. In virtu della (12.15¢), il legame (12.12b) prevede infatti g = 0se u = u, = A, p.

Tabella 12.1

(vincoli tissi - nodi scarichi)

ELEMENTO

Spostamenti nodali u. Forze nodali pe, Poe

pe:leanedr

Ve

P09=fN'FdV+f N'fdS
Ve Ste

Sforzi generalizzati Q.

Se(x) = N(x} u. -

Deformazioni generalizzate q.

€. (x) = b(x)q. - Q. = f b'a. 0V
Ve

Congruenza Equilibrio

qe=Cu. - p.=C'Q.- poe

SCHEMA DISCRETO (assemblaggio di N elementi)

Spostamenti generalizzati U
(componenti libere [vincoli fissi])

Forze generalizzate Py
(forze nodali equivalenti ai carichi)

}_;eLj,po = 0 [nodi scarichi}
u.=LU (e=1,..,N) - .

2 Ltpoe = Py
Congruenza Equilibrio
Ge=CLU (e=1,..,N) — Po=2..LLC'Q.
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ESEMPIO 12.5: quadrilatero a quattro nodi Per un problema piano negli sforzi, la
matrice delle costanti elastiche si scrive

1 v 0
E
d=—51v 1 0
v 1—»
0 0 ——
2 (12.52)

Per I'elemento quadrato di Figura 12.3, la matrice b e espressa dalla (12.18). Dalla
(12.49a) si ottiene allora

1+ 0
v 1 0
2
1~
- ,i’?f;‘fy_z 00 v 0 0 (12.53)
00 © 3;" 0
3-v
00 0 0 e

Nel caso di geometria distorta, la (12.44) sostituisce la (12.18). Per la (11.106), I'espres-

sione di D risulta
1 1
D= f f Jb'db didy wv)
-1 -1

con J sempre espresso dalla (12.35b) in funzione delle coordinate dei nodi. li calcolo
conduce ad una matrice di struttura simite alla (12.53). La sottomatrice 3 X 3 relativa
ai modi a deformazione costante & aiterata solo nel termine a fattore, dove I’'area
dell’elemento sostituisce £ i termini di accoppiamento con i modi a clessidra Si
mantengono nulli, almeno nel caso d = cost; la sottomatrice 2 x 2 relativa a questi
ultimi deve ora essere integrata numericamente (e ovviamente dipende dall’ordine di
integrazione usato).

ESEMPIO 12.6: trave alla Timoshenko E adesso

et o ,
d_[o GA.] (12.54a)

La natura diagonate di questa matrice consente di esprimere D come somma dei due
contributi dovuti alle deformazioni flessionali e taglianti. Ponendo infatti nella (12.26)

b
b= [b‘l] (12.54b)
la (12.493) diviene .
4 N 4
D=D +D= fEIb‘\b\dx fGA Lbibidx (12.55)
0 0

Per il modello lineare, dalla (12.27a) si evince
b,=[(1 0] b, =[eE2 1] (w)
£ inoltre dx = (¢/2)dt. Nel caso di sezione costante risulta quindi
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En {"[r o], .. 010
Dsz~-2—-f‘[0 olgE=Elt}y o (12.56a)
_GAt [ erua ew2] . [ezr12 0
D'“""é""'f‘[es/z S TR Wl R (12.56b)

E facile constatare che inserendo le (12.56) unitamente all'espressione (12.29) di C
nella (12.51a), si riottiene la (11.70a).

12.2.3 INTEGRAZIONE NUMERICA

12.2.3.1 Considerazioni preliminari

Quando le proprieta elastiche di un elemento finito vengono calcolatc numericamente,
il risultato ovviamente dipende dal numero G di punti di integrazione utilizzati. Se la
geometria dell’elemento ¢ distorta, esso é comunque approssimato e si vogliono ora
esaminare le conseguenze dell’approssimazione, in particolare sc (ed eventualmente in
quale misura) la rappresentazione dei modi deformativi ne risulta influenzata.

Se calcolato mediante la formula di Gauss, un integrale sul volume dell’elemento si
esprime

«
/= f Sx)dV = Z. W) =1, )
14 &=

dove un asterisco viene usato (e verra usato nel seguito) per distinguere i valori che le
quantita assumono se numericamente integrate. §,(g = 1, ..., G) sono le coordinate dei
punti di Gauss e W, i relativi pesi, che ora si intendono comprensivi dello Jacobiano
della trasformazione isoparametrica. Ad esempio, per un elemento monodimensionale
e per elementi piani di spessore ¢, derivati da genitori quadrati o triangolari, si pone,
rispettivamente

W, = weJ(&) o1
W, = wywi (&, 1) S (En mi) (2)
W,=w, (L, Ly, L3) J(Ly,, Ly, Lsp) 3)

dove w, sono i pesi riportati nelle Tabelle 11.3 e 11.4.
Se numericamente integrata, la matrice di rigidezza naturale (12.49a) dell’elemento

si scrive allora
«

D,= 2, W,b'(E)d(E)b(E) (12.57)

£
Per semplicita, ma senza effettiva perdita di generalita, si considerano solo elementi
omogenei, che presentano d = cost al loro interno; in elementi piani si suppone costante
anche lo spessore. Sempre per semplicitd, non vengono considerati deformazioni o
sforzi iniziali, la cui presenza, peraltro, comporta solo complicazioni formali. Il legame
elastico e 'energia di deformazione dell’clemento numericamente integrato si esprimo-
no quindi

Q=D.q 2, =- qgD,q (12.58a, b)
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Si introduce un’interpretazione del procedimento di integrazione numerica che puod
forse apparire artificiosa, ma che consente di coglierne meglio le implicazioni. Si indichi
con P,(£) il polinomio interpolante di grado piu basso sul g-stmo punto di Gauss; per
definizione, esso gode della proprieta

P(£) =1 P(£)=0 vhzg (hg=1,.. G) (12.59)

Siintroduca ora la seguente distribuzione fittizia di deformazioni locali nell’elemento,
ottenuta interpolando ogni componente sui G punti di integrazione

ea(£) = bo(£)q, (12.60a)

bo(&) = [... P(D)I, ...] qo = [e(:Eg)} (12.60b, ¢)

Si & indicata con I 1a matrice identica s x s, dove s & il numero di componenti di
deformazione locale (ad esempio, € s = 3 nel caso piano, s = 6 in quello tridimensionale
e s =2 per una trave di Timoshenko). La matrice b, presenta s righe e sG colonne,
quante le componenti di qq.

In modo analogo si puo introdurre la distribuzione fittizia di sforzi

a(£) = (£ Qy (12.61a)

I :

@ = ... 5 PdI, ] Q, = {Wga(gg)} (12.61b, ¢)
4 :

Le (12.60), (12.61) definiscono andamenti locali diversi da quelli previsti dal modello,

con cui pero si identificano nei punti di integrazione. Per la (12.59) infatti risulta

eo(&) =by(£)qo = 10... I, ... 0] [s(:fg)} = &) (12.62a)

00(5;:) = rﬂ(Eg) Qn =10 ... ——u/—

13

I ... OHW@(Q)} = o(£) (12.62b)

Le componenti di g4 ¢ Q, coincidono (nel secondo caso a meno dei fattori W,) coni
valori assunti da deformazioni e sforzi locali negli stessi punti di Gauss. Il legame
elastico del materiale in tali punti, precisamente

o(&,) = de(£y) €=1,..,6) (2)

si traduce pertanto nella relazione

wd 0 ..
Q, = D,q, D,=| 0 W,d ..|= diag [W,d] (12.63a, b)

I pesi che moltiplicano le componenti di sforzo locale nella definizione (12.61¢) di Q,
fanno si che questo vettore sia associato a qq attraverso una relazione analoga alla
(12.43), in cui pero b, sostituisce b e ’integrazione ¢ effettuata numericamente. Per le
(12.60b) e (12.59) risulta infatti
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a3
Q() = ‘[bé) odV = le ng(l)(gp) a(&‘x) =
v L

l 0] Wiot£)
W'Y
=W |0 Loy + Wi b latE + ... =4 2o (12.64a)

0 Wio(£3)

Anche D, ¢ definibile attraverso un’espressione analoga alla (12.49q) per D, in cui b,
sostituisce b. Svolgendo numericamente I'integrazione, infatti si ottiene

G
D(): fbbdb()dV: Z‘ ng(,(fg)dbo(&) =
4 5

I, | 0
=W, g [dill, 0 0...] + W, ls [dI{0 1,0 ...]+ ... =diag[W,d]  (12.64b)

0

E anche, come si constata in modo analogo
G
06560 = Z W, aO(Eg)a/E\O(Eg)Z f065gtadV v 5qo, 0e0 = by 6q, (12.65)
g=1 v

A meno delle approssimazioni connesse con I’integrazione numerica, il prodotto scalare
Q}, 6g, rappresenta quindi il lavoro virtuale interno relativo ai due andamenti fittizi ora
introdotti. . . o

In quanto segue, si supporra che i pesi w, relativi ail’elemento genitore siano posmv¥
(condizione spesso ma non necessariamente verificata dalle formule di int?grauone. di
pill comune impiego). Se si escludono inoltre distorsioni geometriche di entita eccessiva
(che oltretutto configurano comportamenti patologici), € anche J > 0 ovunque nell’ele-
mento. Dalle (y) allora consegue

W,>0 g=1,..06) (12.66)

In tal caso la matrice Dy ¢ simmetrica ¢ definita positiva, dal momento che d gode di
queste proprieta.

L’integrazione numerica delle (12.64) non comporta approssimazioni qualora la formula di
Gauss calcoli esattamente gli integrali dei quadrati dei polinomi interpolanti; quando cioé
risulta, senza approssimazioni

G
ff’idv: 25 WiPYED) = W, g=1,..0) (12.67)
v B

dove I'ultima eguaglianza consegue sempre dalla (12.59). '

In elementi non distorti, tale condizione risulta in genere verificata. Si ¢ visto infatti che la
formula di Gauss-Legendre su G punti integra esattamente polinomi di grado 2G - |, mentre
it quadrato del polinomio interpolante ¢ solamente di grado 2G - 2. Per un clcmcnlg mono-
dimensionale, la (12.67) quindi vale se lo Jacobiano & costante (si osscrvi che, a tal fine, non
basta che I'elemento si mantenga rettilineo: i nodi, se pito di due, devono anche: essere
egualmente spaziati). La condizione ¢ verificata anche per elementi non distorti bi- o tridimen-
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sionali, s¢ integrati mediante formule di Gauss-Legendre nelle varie direzioni. Non altrettanto
si puo dire per elementi triangolari; con riferimento ala Tabella 11.4, si osserva che la
condizione ¢ certamente violata per la formula relativa a G =4, che comporta un peso
negativo, chiaramente in contraddizione con la (12.67). Si potrebbe constatare che la condi-
zione vale invece per le formule G = 1 ed entrambe le G = 3. Anche per genitori quadrati sono
state proposte formule alternative a quelle di Gauss-Legendre (non considerate in questo
testo), che non soddisfano necessariamente la (12.67).

Se la geometria dell’elemento é distorta, I'integrazione é comunque approssimata. In ogni
€aso, se ¢ ovunque J > 0 ¢ la (12.67) vale per I’clemento genitore, 1a meno restrittiva (12.66)
consegue. E questa la condizione essenziale, che si supporra verificata nel seguito.

Ci si propone ora di stabilire il legame tra i vettori q,, Q,, che governano gli andamenti
fittizi, e le effettive variabili generalizzate g, Q dell’elemento. Si osservi a tale proposito
che le (12.62) permettono di scrivere

G G

Z. W,oi(£)820(E,) = Z. W, o' (£)8e(£) = [aae dv (aa)

&= 2= Jy
Ricordando le (12.42) ¢ (12.65), & facile riconoscere che per ogni elemento numerica-
mente integrato sussiste I’eguaglianza

Q'sq = Q) 53, (12.68)

Si introduca la matrice

o- b(};) _ (12.69)

Dalle (12.11), (12.60¢) e (12.68) allora discende
Qo= (')q Q = @IQ() (12700, /))

Il confronto tra le (12.58a) ¢ (12.63a) mostra quindi che integrazione numerica com-
porta

D,=0'D,0 (12.71)

L questa una relazione tra la rigidezza naturale dell’clemento calcolata per integrazione
numerica su G punti di Gauss ¢ il legame elastico del materiale negli stessi punti,
compattamente espresso dalle (12.63). Le (12.71) e (12.70a) permettono anche di rico-
noscere che I’energia di deformazione (12.58b) nell’elemento numericamente integrato
puo alternativamente scriversi

1 | 1
Q, = 5 qD.q= 3 q'0'D,0q = > q0D0q, (12.72)

Si puo pensare che I’integrazione numerica utilizzi in luogo delle deformazioni (12.11),
che conseguono dal modello di spostamento, la distribuzione fittizia (12.60a), che Ie
interpola sui punti di integrazione. Le proprieta elastiche dell’elemento sono infatti
insensibili alla sostituzione, purché venga tenuto tenuto presente il legame (12.70q) tra
il vettore g, che raccoglie le deformazioni nei punti di Gauss e le variabili generalizzate
q dell’elemento. Di fatto, il modello (12.11) viene sostituito dall’espressione

& =b,5Hq b, (5) = by(£)O (12.73a, b)
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che definisce le deformazioni effettivamente considerate dall’clemento numericamente

integrato.

12.2.3.2 Integrazione completa, ridotta ¢ selettiva

Si vuole ora stabilire se ¢ in quale misura I’integrazione numerica conservi la capacita
dell’elemento di rappresentare i modi deformativi. Sono importanti a tal finc lc proprie-
ta che la matrice O, definita dalla (12.69), prescenta nelle diverse circostanze. Tale
matrice ha sG righe (quante le componenti di go) e d = m—p colonne (come il numero
di modi deformativi nell’elemento genitore). Si assumerd in un primo tempo che essa
abbia rango pieno, che esista cioé una sottomatrice quadrata e nonsingolare di © di
ordine pari alla sua minima dimensione. Precisamente

R(®) = minid, sG} (12.74qa)

dove si & indicato con R( ) il rango della matrice in parentesi. Tale circostanza risulta
spesso, anche se non sempre, verificata. Sotto l'ipotesi (12.66), Dy, in quanto definita
positiva, ha rango pieno, pari al suo ordine sG. Con riferimento al prodotto (12.71) un
teorema di algebra matriciale [5] assicura allora che risulta

R(D,) = min{R(®), R(D)] = min(d, 5G| (12.74b)

Possono darsi le due situazioni seguenti.

a) sG > d: ¢ allora R(D,) = d. La matrice di rigidezza naturale ha rango pieno ed é
pertanto definita positiva. 11 procedimento di integrazione numerica non diminuisce
il numero dei modi deformativi, anche se puo alterare la natura di alcuni di essi. In
tal caso, ’'integrazione si dice completa.

b) sG < d: & adesso R(D,) =sG e I’integrazione numerica produce una rigidezza natu-
rale singolare, con nullita pari a n = d — sG. Esistono infatti n vettori linearmente
indipendenti q, tali per cui dalla (12.70¢) si ottiene

0q,=0 (12.75a)
Essi corrispondono a modi deformativi che I’elemento numericamente integrato
considera alla stregua di moti rigidi aggiuntivi. Si osservi infatti che le (12.75a) e
(12.72) comportano

! ! ,
.=, 9.D,4,= , 4, D0a, =0 v a, (12.75b)

Ai vettoriq, che verificano la (12.754) non ¢ associata alcuna cnergia di deformazio-
ne e per tale motivo essi sono denominati modi a energia zero. In questo caso
I’integrazione numerica si dice ridotta.

ESEMPIO 12.7: quadrato a quattro nodi Si consideri 'elemento quadrato di Figura
12.3, percui € s = 3 e d = 5. La sua matrice b & la (12.18) mentre la d relativa al caso

piano nelle tensioni & fornita dalla (12.52). Fintanto che I'elemento si mantiene quadra-

to, la rigidezza naturale pud facilmente essere integrata in forma chiusa; il calcolo
produce 'espressione (12.53) di D, definita positiva se lo é d.

Si consideri dapprima un’integrazione numerica su diuna griglia2 x 2 (G
Ja numerazione in Figura 12.6a, le coordinate dei punti di Gauss risultano

= 4). Con
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51:71/\/3, 171=—1/\/3 22:1/\/5, ’,2:71/\/3

&H = 1/\/5, n3 = 1/\[3, b= — 1/\/5' Na = 1/\/3

I polinomi interpolanti sono le funzioni bilineari (12.33b), che rispettano, come ¢ facile

constatare, la condizione (12.59) (u ipi i in Fi
vatrics (1360618 pertant<(> ) (un andamento tipico & illustrato in Figura 12.6b). La

(12.76a)

PL0O O}P,0 O|P,0 0lP 0 0"
bp=|lO0 P, 0O|O P OO P, O 4
3 0 Py O
0 0P |0 O0P|0 0P| o0 04 P, (12.76b)

mentre qo raccoglie le 12 componenti di deformazione nei punti di Gauss

_ -1 -1 -1 -1 -1
Qo= {e|—=, —=| ef—= 1 1 -1 t
0 [8 ( V3 V3 ) ey( V3 ' V3 ) 5)’(“\73"1 ’\/5) 'YXV( J3 \/15 )} (12.76¢)

Lo Jacobiano risulta J = ¢

254, . . .
quind] /4; i pesi (y) relativi a ciascun punto di integrazione sono

2
Wy = W, = — — !.(,
1= We=Wa=We=-, (12.760)

Dal momento che essi i a i
i sono tutti uguali tra loro a matrice 1 1 i
i I , | tric D() ( 2x12 nel caso In

D= 1€ 4
o =, diagld] (12.76¢)

Valutando la (12.18) nei punti (12.76a i il ri
_ . . . ed organ
S parvione ol ey espressiom)a o ganizzando il risultato nella forma (12.69),

[1 0 0 —1v3 0o |
010 0 -1v3
00 1 -1N3 -1V3
100 -1V3 0
010 0 V3
o 001 1V3 -1V3
100 1N3 0 (12.76f)
010 0 13
001 1V3 13
100 1WV3 0
010 0 -1V3
0 0 1 -1V3 13|

;ri Isecsh(zz 3 t>'<t4‘: 12 righe di cui ta|e_ matrice & composta, & possibile selezionarne
da— poh Otst‘l uiscano una lsott.om.atnce nonsingolare (ad esempio, la prima, secon-
sc}ivend(,) :?: (;rzn:;:)a g;tral\éa();‘;ﬂeum;j)l B((—)t)t_: 5. Si lascia come esercizio verific’are che
ve (12, -(6e, f) si ottiene D, = D, come definit
Si immagini ora di integrare su di un uni o di G ounto molForay
S ini o [ unico punto di Gauss ‘origi
riferimento intrinseco. Si ha allora, in luogo delle (12.76a) ‘collocato nellorigine del

oo - & =0, nw=0 (12.77a)
polinomio interpolante & adesso una costante di valore unitario. £ quindi



! 3 44 .
b
i
|
% %
!
b
a) )
Figura 12.6
i : 0,0) .
1 0 0 0,
bo=|0 1 0 qoz{sy(o,m (12.77b, ¢)
0 0 f x4(0,0)

fornisce
Nel caso in esame & anche Wy = te?. La (12.63b) atlora fo

A1 v 0
Ete? 12.77d)
Do=t’d= v 1 0 (
o °v
0 2

La matrice © & adesso una 3 x 5. Come la (12.69) evidgnzia, ess;.colitncide conla(12.18)
vzlutata nelle coordinate (12.77a) dell’'unico punto di Gauss. Risulta

0= :) (1) (()) (()) (()) (12.77¢)
00100
e dalla (71) si ottiene
1 v 0 00
v 0 00
Ete Vo (12.78)
= 0 0 - 00
D.= 14 2
0 0O 0 00
o 0 0 00

i i ii razione si
Tale matrice ha solamente rango 3. Operando su di un unico puntg. dal Ig::sgsidra e
‘aannullata la rigidezza dell’elemento nei'confrontl dei due.lmo n|tributo o qu'elli °
een ono ora considerati come rigidi, e si & conservato §o|o |'c(j:otta
\éefgrmazione costante. E questo un esempio di integrazione ridotia.

ici i to
i i i Ti ko Le matrici b e d di questo
o dello lineare di trave di vapshen o
glsefr-:n,‘::{g (15252'"3: 2) sono espresse, rispettivamente, dalle (12.27a) e (12.54a)
supponga di operare su G =2 punti di Gauss. E allora

b
£ = — 1/\/’3’ £ = 1/V3 Wy = W =012 (12798, )
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1 . ~
Pi= 5 (1-V3%) P, = ~;~ {1+ V3p (12.79c)
s o0a 0 0
_ Py 0Pz 0 _ ) H=13) ¢ .
b[) = [0 PO PJ Qo = X(”‘/?‘) Do = '2* 0 0 EI O (12.79d-f)
t(1V3) 0 0 0 GA,

La (12.69) adesso fornisce

1 0
[4
0| 23 (12.799)
1 0
4
23 !

Introducendo tale espressione, unitamente alla (12.791), nella (12.71) si ottiene

l2
D.=¢|El+7353GA. 0O (12.80)
0 GA,

Tale matrice & definita positiva. E facile constatare che essa coincide con l'espressio-
ne (12.56) di D, ottenuta integrando in forma chiusa.

Operando su di un unico punto di Gauss (G = 1) si ha, in luogo delle (12.79a, b)

=0 W,=t¢ (124818, b)
It polinomio interpotante & P, = 1. Risulta quindi
{10 _ Ix(0) _,|El O §
bo = [O 1] qo—{t(O)} Do_e[o GA. (12.81c-e)
La (12.69) diviene adesso @ =, e la (12.71) fornisce
_n _,lEl O
D, _Do_([o GA.} | (12.82)

Questa matrice & ancora definita positiva (¢ infatti sSG=d =2 ¢ @ ha rango pieno).
Rispetto alla (12.80) essa presenta peraltro una differenza nel termine D1y, che non
prevede pil il contributo della rigidita tagliante GA,. L'integrazione su di un solo punto

di Gauss conserva la capacita dell’elemento di rappresentare i due modi deformativi,
ma altera le proprieta di uno di essi.

Per sG < d, la (12.70a) instaura un legame tra le componenti di q che, in quanto non
pit indipendenti, non possono essere ancora considerate come variabili generalizzate.
D’altra parte, nell’ipotesi in cui si opera (R(0) = sG) sono indipendenti le componenti
di qq, che assumono il ruolo di effettive deformazioni generalizzate per ’clemento
numericamente integrato in modo ridotto. Le deformazioni (12.73) considerate dall’e-

lemento si riconducono alla distribuzione fittizia (12.60). SesG<de®har

ango pieno
si puo infatti scrivere

0=[0, 0, (12.83a)
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dove O, ¢ una sottomatrice quadrata e nonsingolare ¢ 0, ¢ composta dalle rimanenti
n =d—-sG colonne di ©. Si ponga

Qo _[e' -ee, 12.83b, ¢
9= n[pj = [ 0 A ( )

La matrice I non & singolare; la (12.834) stabilisce quindi una corrispondenza pil}|1iv0ca
tra g ¢ un altro vettore, suddiviso nei due contributi gy ¢ p-, che puo sostituirlo nel
rappresentare il regime deformativo dell’clemento. Sostituendo le (12.83) nella (12.73)
si ottiene

£, (&) =by(§) {0, 0} 11 [:01 = [b(§) 0] {gnl =by(&) qo (12.84)

L’integrazione ridotta sostituisce pertanto le deformazioni che conseguono dal mod.ello
di spostamento con un’interpolazione polinomiale sui punti di Gauss. L equazione
(12.12b), che esprime le deformazioni generalizzate in funzione degli spostamenti noda-
li, diviene adesso

qo=Cuu con C,=0C (12.85a, b)

e O sempre definito dalle (12.69), (12.83a).

La rigidezza naturale dell’clemento é ora la matrice D, espressa dalla (12.6.3b),.
definita positiva e di rango pari a sG, che stabilisce il legame (1 2.630.).(ra le deformazioni
generatizzate g, e i corripondenti sforzi generalizzati, ora costituiti da Qq. Le (12.64)
confermano la fegittimita di queste definizioni, che si ottengono da qqclle generaht
rispettivamente le (12.49a) e (12.43), sostituendo b con by, cioé con il modello di
deformazione effettivamente considerato. La matrice di rigidezza elastica dell’elemento
che consegue dall’integrazione ridotta ¢ definita da una relazione analoga alla (12.514a).
Precisamente

k* = C(’)D()C(\ (1285(')

con C, espresso dalla (12.855). Tale matrice mantiene inalterate le sug dimensipni ed é:
sempre semidefinita positiva, ma il suo rango ¢ adesso solamente pari a SG.' Al p moti
rigidi reali si aggiungono infatti gli n modi rappresentati dalle compqncr_]tn di = th
assumono energia zero € vengono a tutti gli effetti trattati come ulteriori n']Oll rigidi.
Per definire le caratteristiche di comportamento dello schema discreto € lmportz'mte'
identificare tali modi. Le deformazioni a essi associate comportano g, = Oe sono qumd!
nulle in tutti i punti di integrazione. Per Pelemento S, 1a (12.18) mostra che i _due modi
a clessidra prevedono deformazioni nulle nel baricentro, dove si collocq l’umcp pun.to
di Gauss relativo all’integrazione ridotta. Come si € visto, proprio questi sono i mpdl a
energia zero, la cui presenza puo compromettere il comportamento dello schema discre-
to. Un assemblaggio di elementi cosi integrati non oppone infatti rigidezza alcung auna
deformata come quella illustrata in Figura 12.7a (a tratteggio ¢ indicata la cles.szdra da
cui i modi traggono il nome): la matrice di rigidezza della struttura ¢ pertanto Slr'.ngolarff
se i vincoli non impediscono, oltre ai veri ¢ propri moti rigidi, anche questi modi
deformativi ¢, comunque, lo schema discreto si rivela spesso troppo cedevole. Per
questo clemento 'integrazione ridotta non ¢ consigliabile; essa puo essere usata solo
congiuntamente ad interventi intesi a conferire rigidezza ai modi a clessidra [6].
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a) h)
Figura 12.7

Decisamente migliore ¢ il comportamento dell’clemento Sy integrato su di una griglia
2 X2 (G =4). L’clemento originariamente presenta d = 13 modi deformativi, 12 dei
quali sono conservati dall’integrazione ridotta. Il modo ad energia zero (che prevede
deformazioni nulle in tutti i punti di integrazione) ¢ illustrato in Figura 12.7b; appare
come esso non possa svilupparsi quando anche solo due elementi sono tra loro connessi.
La matrice di rigidezza dello schema discreto pertanto non ¢ singolare, anche se a volte
si riscontra un eccesso di cedevolezza [1].

L’integrazione ridotta configura una violazione di congruenza. Le deformazioni
(12.85a) di fatto considerate non conseguono dal modello di spostamento. In generale,
non esistono neppure spostamenti, anche se diversi da quelli previsti dalle funzioni di
forma, da cui esse siano derivabili, in quanto le colonne della matrice b, definita dalla

. (12.60b) rispettano le condizioni di congruenza interna solo in elementi relativamente

poveri. Ad esempio, se il genitore Sy & integrato su G = 4 punti, il modello di deforma-
zione non ¢ governato dalle (12.33) ma dalla (12.76b) (le deformazioni generalizzate
sono ora le 12 componenti del vettore (12.76¢)). Questa espressione, oltre a non conte-
nere il tredicesimo modo deformativo, che assume energia zero, annulla i termini non
diagonali nei quattro blocchi. La (12.31) non ¢ quindi rispettata e non esistono sposta-
menti da cui le g, siano derivabili.

Diversa ¢ invece la situazione se sG > d. La (12.70q) instaura adesso un legame tra le
componenti di gy, esprimendole in funzione delle ¢ componenti di deformazione gene-
ralizzata q e la (12.73) non si traduce nella (12.85a). A volte il prodotto b, =b®
riproduce la matrice b originaria, riconducendo la (12.73) alla (12.11), come avviene per
il quadrato S, integrato su G = 4 punti (si lascia come esercizio verificare che postmol-
tiplicando la (12.76b) per la (12.76/) si riottiene la (12.18)). Tale circostanza, che
assicura il completo rispetto della congruenza da parte del modello, tipicamente si
verifica in elementi piani o tridimensionali non distorti se la griglia di integrazione
prevede lo stesso numero di punti in ogni direzione. Esistono peraltro situazioni in cui
¢io non avviene. In elementi isoparametricamente distorti ¢ comunque b, #b. In ogni
caso, se R(M) = 4 il numero dei modi deformativi non viene ridotto dall’integrazione
numerica, che per questo motivo ¢é detta completa.

La sitvazione sG = d richiede ulteriori commenti. La matrice © ¢ adesso quadrata e,
se di rango picno, nonsingolare. La (12.70a) instaura quindi una corrispondenza biuni-
voca tra q ¢ g, e cio consente di riguardare entrambi i vettori come deformazioni
generalizzate. Come per I'integrazione ridotta, le deformazioni sono di fatto espresse
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dalla (12.854); P’integrazione tuttavia ¢ completa, in quanto non introduce modi a
energia zero. . . .

Pud accadere che 1a (12.85a) coincida con la (12.11). E questo il caso del triangolo
T, integrato su G = 3 punti: la sua matrice b puo infatti scriversi lfcllzla forma (12.32);
in quanto lincari, le deformazioni sono congruenti e possono q}llq(ll essere espresse
senza approssimazioni come interpolazione polinomiale sui punti dl.Gauss. . .

Altre volte la congruenza ¢ invece violata, come nell’clemento lincare di trave di
Timoshenko integrato su di un unico punto. b, ¢ adesso espressa dallz_l (12.81¢) ¢
prevede costanti sia la curvatura flessionale che la deformazione lagllaptc. in contrasto
con la (12.27a) che per la seconda prevede la variazionc lineare .TICh'ICSlil dal legame
deformazioni-spostamenti. L’integrazione numerica introduce quindi u11‘appr.0551mat
zione e per questo motivo € a volte considerata come ridotta, anche se entrambi i modi
deformativi sono mantenuti. ' ‘ o

Per questo clemento Pintegrazione su di un unico punto di Gauss é detta selemyq, in
quanto I’approssimazione coinvolge solo il secondo addendo nella (12.55), che definisce
il contributo della rigidita tagliante alla rigidezza naturale dcll‘elemenlo.(qucllo de!lg
rigidita flessionale & infatti esattamente integrato con G =1). I due qul deformativi
risultano ora indipendenti, eliminando cosi I’accoppiamento .responsa.bllevdcl fenpme-
no di locking; d’altra parte, I’elemento non ¢ soggetto agli inconvenienti dp\{utl a.lla
presenza di modi a energia zero. 11 procedimento, applicabilc.an.che a modelli di ordm?
piu elevato, ¢ generalmente suggerito per elementi di travg di Tlmoshcnko.chc, se cosi
formulati, presentano buon comportamento in condizioni affattp ggncrall. o

L’integrazione selettiva ¢ vantaggiosa anche in altri contesti. E spesso possibile
esprimere, in analogia con la (12.55), la rigidezza naturale QCl!’elemento come somma
di piu termini ¢ il comportamento globale puo risultare mlgho.re se uno dl essi viene
deliberatamente sottointegrato. Un caso tipico € quelio di mezzi pressoché incompres-
sibili: ¢ allora conveniente considerare separatamente i contributi delle .defor.maz!om
deviatoriche ¢ volumetriche, usando per le seconde un ordine di integrazione inferiore
che non per le prime. .

La trattazione ¢ stata qui limitata al caso in cui la matrice O ha rango picno. Questa
circostanza si verifica spesso, ma si danno situazioni in cui cid non avvicne. L’esame del
comportamento dell’elemento ¢ allora pit complesso, ma rimane sempre basato su
considerazioni concettuaimente analoghe.

12.2.4 RICOSTRUZIONE DEGLI SFORZI LOCALI

In tutte le formulazioni basate su modelli cinematici, le informazioni sul rcgivu; t.ensw—
nale si ottengono in termini di sforzi generalizzati, nel caso spgcil‘ico dchm.u dalla.
(12.43). Tali quantita sono calcolate con la stessa accuratczza chll spostamenti nodali
e vanno quindi considerate attendibili se lo sono questi ultimi. . o

Purtroppo, nel metodo degli elementi finiti gli sforzi generalizzati sono d:fflcxlrnente
interpretabili ed & quindi problematico ricostruire su ques_ta bquc un quadro tenstonal‘e
ingegneristicamente significativo. Nelle applicazioni usuali essi non sono neppure esph-
citamente introdotti ¢ lo sforzo locale vicne calcolato imponendo il legame costitutivo
del materiale. In tal modo, peraltro, gli storzi risultano proporzionali alle d.criv?te Qegh
spostamenti e sono soggetti al deterioramento di precisione cl?c |‘ordvmc (?1 dcrw.aZlone.
comporta. L’andamento che si ottienc ¢ corrctto solamente m.mcdla ¢ i valori locali
sono in genere poco attendibili, quando non decisamente errati.
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Le implicazioni della procedura verranno ora esaminate nel caso elastico lineare,
ancora supponendo per semplicita che non siano presenti deformazioni o sforzi iniziali.
If legame elastico (12.50) per Pelemento si scrive allora

Q=Dq g=D"'Q (12.86a, b)

dove sia le variabili generalizzate che la matrice di rigidezza naturale sono quelle che
effettivamente governano il comportamento dell’elemento. Per clementi numericamen-
te integrati si intende pertanto D = D, e, se ’integrazione ¢ ridotta, D =D,, g = qo ¢
Q = Q. Dal modello di deformazione (12.11) e dalla (12.86b) si ottiene quindi la
seguente espressione per gli sforzi locali

o(k) = de(f) = db(£)qg = db(5)D'Q (12.87)

Anche qui, b va sostituita da b,, come definita dalla (12.73b), nel caso di integrazione
numerica. La (12.87) esprime gli sforzi in ogni punto dell’elemento in funzione dei
valori generalizzati. Il loro andamento ¢ dettato dalla stessa matrice b(£) che governa
quello delle deformazioni.

I legame che tale matrice presenta tra le sue righe si trasferisce alle componenti di
sforzo. In elementi esattamente formulati, tale legame & indotto dalie condizioni di
congruenza che le colonne di b devono individualmente rispettare, e sopravvive anche
in elementi distorti se I'integrazione & completa. E questa spesso una fonte di inconve-
nienti nella rappresentazione degli sforzi locali. Il fenomeno pilu clamoroso ¢ quello
detto dei tagli parassiti che si riscontra nell’elemento Sg ed & illustrato in Figura 11.37:
le tensioni tangenziali presentano un irragionevole andamento parabolico, con picchi
molto marcati. Il motivo diviene evidente se si considera I’espressione (12.33) di b(§)
per I’elemento in questione; le funzioni paraboliche +.X/8 nell’ultima riga si collocano
sulle stesse colonne dove si trovano i contributi relativi alla deformazione diretta ¢,; la
componente di deformazione generalizzata necessaria a rappresentare quest’ultima
attiva quindi anche uno scorrimento angolare v,,, che la (12.87) traduce in un accoppia-
mento in termini di sforzi. In soluzione, la trave in Figura 11.37 prevede ovviamente
valori significativi di o,, cui la (12.33) associa tagli parassiti con andamento parabolico.

Si osservi che la distribuzione fittizia oo(£) definita dalle (12.61) non presenta questo
inconveniente: la matrice ry(£) & infatti composta da blocchi diagonali e prevede il totale
disaccoppiamento tra le singole componenti di sforzo. Elementi per cui la (12.87) si
riconduce a distribuzioni di questo tipo non danno luogo a problemi nella ricostruzione
degli sforzi locali. Essi sono quelli in cui il modello di deformazione, o direttamente o
come conseguenza dell’integrazione numerica, si presenta nella forma (12.85q); in tal
caso, infatti, la (12.87) diviene

a(8) = dby(§)D;' Qy = ro(§)Qp = a(£) (12.88)

come ¢ facile verificare sulla base delle espressioni (12.60a), (12.64b) e (12.61a) delle
matrici coinvolte. Gli sforzi generalizzati sono adesso e componenti del vettore Q, che,
a meno dell’irrilevante fattore W,, coincidono con gli sforzi locali nei punti di integra-
zione, dove sono valutati con la stessa accuratezza degli spostamenti nodali.
L’elemento Ty gode spontaneamente di questa proprieta; in effetti, I'esperienza
computazionale mostra che esso ricostruisce gli sforzi locali senza inconvenienti parti-
colari. In altri casi, il disaccoppiamento puo essere ottenuto solo integrando in modo
ridotto o selettivo, al prezzo quindi di un rilassamento delle condizioni di congruenza.
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Si ¢ visto, ad esempio, che per Pelemento S; I'integrazione ridotta su di una grigha 2 x 2
sostituisce le (12.33) con la (12.765), il che climina il fenomeno dei tagli parassiti,
Elementi di trave di Timoshenko selettivamente integrati su G = N punti di Gauss, dove
N indica il grado dei polinomi approssimanti per gli spostamenti, pure presentano
questa caratteristica.

In molti casi 'integrazione ridotta non ¢ applicabile ¢ gli indesiderabili accoppiamenti tra le
componenti di sforzo (12.87) richiedono interventi correttivi. Si noti, a questo proposito, che
¢ concettualmente corretto esprimere gli sforzi locali in termini det valori generalizzati Q
mediante una relazione simile alla (12.11) per le deformaziom, che si scrive

(&) = rnHQ (12.89)

La sola condizione che la matrice r(§) deve rispettare ¢ che le (12.89) ¢ (12.43) siano tra loro
coerenti. Deve cio¢ risultare

Q= fb’(f)a(.f)dV: fb’(g)r(g)d% Q

e quindi

fb’(.s)r(g)dv =1 (12.90)
1

dove, al solito, I indica la matrice identica.
11 confronto con la (12.89) mostra che la (12.87) prevede

&) =db&p’! (12.91)

tale espressione rispetta la condizione di coerenza (12.90), come é facile verificare ricordando
la definizione (12.49a) della rigidezza naturale. Peraltro, la (12.90) non associa a una determi-
nata b(£) un’unica r(£). Cio giustifica la ricerca di espressioni alternative che, nel rispetto
della condizione, consentano di migliorare la rappresentazione degli sforzi locali. Per il
genitore Sy, ad esempio, & possibile verificare [4) la legittimita della matrice seguente

PLO O|lP 0 OlP 0 0|P 0 O ] —15Y/32
=0 P, 00 P, 0|0 P 00 Py O 15X/32 (12.92)
0 0 PO 0 P[0 O P‘l 0 0 P 0

dove i termini non nulli sono sempre definiti dalle (12.3354, ¢). La (12.92) é coerente con il
modello di spostamento ed elimina il fenomeno dei tagli parassiti. Essa appare quindi adegua-
ta ai fini della ricostruzione dello sforzo locale attraverso la (12.89). Rispetto alle (12.87),
(12.33), le (12.89), (12.92) configurano una diversa distribuzione locale di sforzo, che tuttavia
non ¢ meno legittima.

Concettualmente, il procedimento ¢ analogo a quello sempre seguito ¢ gencralmente accet-
tato nelle teorie strutturali. In una trave clastica, ad esempio, gli sforzi locali vengono valutati
utilizzando i risultati det problema di De Saint Venant con riferimento alle azioni interne
calcolate in ogni sezione sulla base della teoria della trave; essi sono diversi da quelli che si
otterrebbero imponendo localmente il legame elastico con riferimento alle deformazioni che
conseguono dal modelio, ma danno luogo alle stesse risultanti. Nel rispetto della (12.90), gli
sforzi locali (12.89) corrispondono tutti agh stessi valori generalizzati; come nella trave tutte
le distribuzioni di tensioni sulla sezione che producono le stesse azioni interne, cosi nell’ele-
mento finito le possibili alternative (12.89), purché coerenti, sono cquivalenti dal punto di
vista del modello di spostamento.

Espressioni come la (12.92) vanno perd ricercate caso per caso e, soprattutto se la geometria
dell’elecmento ¢ distorta, la loro definizione non ¢ agevole. Si osservi, peraltro, che la (12.92)
mostra come, anche nel genitore Sy esattamente integrato, 12 delle 13 componenti di sforzo
generalizzato possono essere identificate con i valori tocali nei punti di Gauss di una griglia
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2 x 2. Gli sforzi sono quindi calcolati in questi punti con precisione maggiore che non altrove,
come del resto indipendentemente stabilito sulla base di altri ragionamenti [7]. € in effet(i
possibile delinire per diversi elementi, anche se isoparametricamente distorti, un certo numnero
di punti dove gli sforzi risultano particolarmente accurati e basare la ricostruzione dell’anda-
mento locale su tali valori. I testi dedicati al metodo degli elementi finiti riportano le posizioni
di questi punti privilegiati per ghi elementi di pii comune impiego [1, 8].

Nel caso elastico, il problema della ricostruzione degli sforzi locali non ¢ in realta cruciale.
I loro andamento, se inadeguato, pud essere corretto a valle della soluzione dello schema
discreto, che non ne ¢ influenzata. Cid viene solitamente fatto elaborando opportunamente
le informazioni direttamentc prodotte dal calcolo, ad esempio applicando alle (12.87) tecniche
di smoothing [9, 10].

Pil delicati sono invece i problemi anelastici; in plasticita, ad esempio, ¢é il livello di sforzo
locale a decidere se un determinato punto si trovi o meno in campo elastico ed ¢ di ovvia
importanza che gli sforzi siano ivi accurati. Come si ¢ visto nel Paragrafo 11.5, risulta
operativamente vantaggioso imporre il legame costitutivo del materiale nei punti usati per
I'integrazione numerica della matrice di rigidezza, eventualmente tangente. Le osservazioni
precedenti mostrano tuttavia che gli sforzi in tali punti non sono necessariamente accurati, a
meno che non si operi con integrazione ridotta. Se questa non é applicabile, sono necessari
interventi correttivi per evitare che la stessa soluzione dello schema discreto venga influenzata
dall’errore locale [11].

12.2.5 CONSIDERAZIONI CONCLUSIVE

La formulazione naturale dell’approccio agli spostamenti, introdotta quasi agli inizi
dello sviluppo del metodo degli elementi finiti [2], trova scarso impiego diretto in
algoritmi di calcolo, dove ¢ prevalentemente utilizzata allo scopo di ridurre eventuali
imprecisioni numeriche nella definizione delle proprieta degli elementi o per la valuta-
zione del regime tensionale [12]. Essa, infatti, non comporta modifiche nelle equazioni
risolventi stabilite nel capitolc precedente, che si mantengono inalterate.

E stato perd presto riconosciuto [13] come la formulazione si riveli molto potente a
fini interpretativi. Come si & visto in questo paragrafo, I’approccio naturale consente
di spiegare determinati comportamenti patologici, quali fenomeni di locking in travi di
Timoshenko o la presenza di tagli parassiti nell’elemento Sz. Esso ha anche permesso
di cogliere in maniera relativamente semplice le implicazioni dei procedimenti di inte-
grazione numerica, in particolare il numero e la natura dei modi a energia zero conse-
guentt all’integrazione ridotta.

Anche se motivi di spazio hanno costretto a limitare la trattazione di dettaglio a pochi
esempi, ¢ evidente come sia possibile stabilire su questa base le caratteristiche di com-
portamento di modelli a elementi finiti di vario tipo e decidere gli eventuali interventi
necessari a eliminare fenomeni indesiderabili.

Va osservato come quanto sviluppato a questo proposito consegua unicamente alla
presenza di un modello di spostamento per I’elemento finito e non sia legato all’approc-
cio agli spostamenti propriamente detto.

I metodi noti come misti, a uno dei quali € in particolare dedicato il paragrafo che
segue, affiancano alla modellazione del campo di spostamenti anche quella di altre
variabili; in quanto contengono un modello di spostamento, molte delle conclusioni qui
raggiunte si applicano anche in tale ambito.
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12.3 METODI MISTI

12.3.1 APPROCCIO BASATO SUL TEOREMA DI HELLINGER-REISSNER

12.3.1.1 Formulazione

Nel caso elastico I’approccio agli spostamenti del metodo degli clementi finiti puo
pensarsi derivato dal teorema della minima Energia Potenziale Totalc (vedi Paragrafo
11.3.3). Se le funzioni di forma sono definite in modo che, a valle dell’asscmblaggio,
le condizioni di congruenza siano completamente rispettate, il valore dell’E.P. T. risulta
sovrastimato in soluzione, configurando per lo schema discreto un comportamento pit
rigido che non per la struttura originaria. Questo eccesso di rigidezza produce in
determinate circostanze gli indesiderabili effetti di cui si ¢ discusso.

11 problema elastico ammette tuttavia anche formulazioni variazionali che non hanno
carattere estremale e che pure costituiscono valide basi per una modellazione a clementi
finiti. Una é il teorema di Hellinger-Reissner, dimostrato nel Paragrafo 4.4.3. In pre-
senza di sforzi iniziali, ’espressione (3.20) dell’energia complementare per un materiale
elastico- lineare si modifica come segue

y(a):% dac +a'(9-ad) (12.93)

dove, si ricorda, @ = d™' ¢ la matrice delle cedevolezze elastiche, simmetrica ¢ definita
positiva. In notazione matriciale, il funzionale di Hellinger-Reissner (4.198) allora si
scrive

J(s, a):f{a’(s~d+a§)w%‘ dacldV -
v

—f F’st—f
v S,

dove ¢ si intende derivato da s attraverso il legame deformazioni- spostamenti

f’st—f d\(s—S)dV (12.94a)
Su

(3

£ = 0(S) (12.94b)

e o, indica la componente vettoriale di sforzo sulla superficie vincolata, dove sono noti
gli spostamenti S.

| vettori s e o che rendono stazionario il funzionale (12.94) risolvono il problema
elastico. In soluzione, il valore di J é ancora uguale a quello de!ll’E.P.T., ma la stazio-
narietd ora corrisponde a un punto sella € non pil a un minimo. Una soluzione
approssimata non si configura quindi necessariamente come pit rigida di quella effet-
tiva, anche se pud ancora esserlo. Inoltre, il fatto che gli sforzi compaiano nella (12.94)
come variabili indipendenti suggerisce che essi possano essere valutati con la stessa
accuratezza degli spostamenti, evitando il deterioramento di precisione connesso con la
derivazionc.

Una formulazione a elementi finiti del teorema di Hellinger-Reissner richiede sempre
che gli spostamenti in ogni elemento vengano modellati mediante la (11.324a), da cui
conseguono per la (12.94b) le deformazioni (11.32b). Tali relazioni vengono ora riscrit-
te in coordinate intrinseche
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s{()=N®u, elf)=B)u, (12.95a, b)

dove e =1, ..., N é I’indice del generico elemento. Si assume che le funzioni di forma
siano tali da assicurare, oltre che la continuita degli spostamenti tra elemento e elemen-
to, il rispetto delle condizioni al contorno di congruenza s = § su S,.. Se scritto per le
(12.95), il funzionale (12.944q) vede quindi elidersi I'ultimo termine.

L inoltre necessario introdurre un modello per gli sforzi, scrivendo

o.(§) = h(§)S, (12.96)

dove il vettore S, contiene gli £ parametri che governano I’andamento degli sforzi
nell’clemento e h(£) é un’opportuna matrice di funzioni del punto.
Si introducano le matrici

H‘.:f h'Bdv A‘.zf h'ahdv ,u,,zf h(g-adav  (12.97a-c)
v, v, v,

Suddividendo allora gli integrali nella (12.944) nella somma dei contributi relativi ai
singoli elementi ¢ introducendo i modelli (12.95), (12.96), il funzionale diviene

e=1

N
1
J= Z [S:-Heue"? SLAvse_sz-#e"u:»p&'} (1298)

H vettore p,. delle forze nodali equivalenti ai carichi sull’elemento ¢ sempre definito
dalla (11.44b).

Si procede ora all’operazione di assemblaggio. Per quanto riguarda gli spostamenti,
essa ¢ ancora simbolicamente espressa dalla (12.47a), che lega le variabili nodali u, di
ogni elemento ai parametri liberi U dello schema discreto attraverso le matrici di
connettivita L, , ricostruendo la continuita del campo di spostamenti. I parametri di
sforzo, invece, non richiedono assemblaggio alcuno, in quanto il teorema di Hellinger-
Reissner accetta che le tensioni siano discontinue tra elemento ¢ elemento. E perod
formalmente conveniente introdurre un vettore S dei parametri di sforzo per 'intero
schema discreto, che semplicemente raccoglie come sottovettori indipendenti i contribu-
ti di ogni elemento. Precisamente

S' = [8}---S.---Sy] (12.99)
Simbolicamente, st puo allora scrivere
S.=M.S, e=1,...,. N (12.100a)

dove ta matrice
M,={0---1--.0] . N (12.100b6)

¢ composta da elementi nulli, salvo che per un blocco costituito dalla matrice identica
¢ x ¢ nella posizione corrispondente all’e-simo elemento. Le (12.100) hanno il solo
scopo di introdurre una fittizia operazione di assemblaggio per i parametri di sforzo,
esprimendola in forma analoga alla (12.47a) per gli spostamenti nodali. Introducendo
queste relazioni nella (12.99) si ottiene allora
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1
JWU, S)=SHU- 5 S'AS-S'u-UP, (12.101)

dove si € posto

N N N
H=2,MHL A= MAM u=2 Mpu (12.102a-¢)
| | I |

¢ ¢

e P, ¢ sempre definito dalla (11.61).
La modellazione a elementi finiti ha quindi ricondotto il funzionale (12.94) a una
funzione quadratica delle variabili libere U ¢ 8. La stazionaricta detla (101) comporta

3J 3/
j=HS-P=0 o

=HU-AS-u=0
au “ (a)

Sono queste le equazioni risolventi per il problema. Esse possono essere organizzate

nella forma seguente
—-A H{S| {u
ol [8) (12109

Nella (12.103), la matrice dei coefficienti ¢ simmetrica, in quanto A ¢ tale, ma non
definita in segno, come denuncia la presenza di una sottomatrice principale nulla. Cio
consegue dal fatto che la funzione (12.101) (come del resto il funzionale (12.94) da cui
trae origine) non € convessa e quindi la sua stazionarietd non corrisponde a un estremo
bensi a un punto sella.

Il sistema risolvente puo essere ricondotto a una forma pit compatta osservando che,
se la matrice A non ¢ singolare, la seconda delle (a) puo esscre risolta per S. Si ottiene

S=A"HU-A"u (12.104)
Sostituendo nella prima, risulta allora
[HHA'HIU =P, + H'A 'u ()

Tale sistema ha struttura analoga alla (11.75), relativa all’approccio agli spostamenti.
Ponendo infatti

K=HA'H P,=HA'u (12.105a, b)
la (b) si scrive

KU=P,+P,=P (12.106)

K si configura come la matrice di rigidezza dello schema discreto prodotta dal metodo.
Se essa non ¢ singolare (cid non ¢ assicurato a priori ¢ il problema verra esaminato in
seguito), la (12.106) pud esserc risolta per U. Attraverso la (12.104) si risale poi ai
parametri di sforzo e quindi, mediante le (12.95), (12.96), si calcolano i valori locali.

Il metodo deghi elementi finiti: sviluppi ulteriori 411

12.3.1.2. Modalita operative

Cosi come presentata, la costruzione del sistema risolvente (12. 106) richiede di operare
con matrici di dimensioni notevoli. E pero possibile procedere elemento per clemento,
cffettuando poi I'assemblaggio con le regole usuali.

La struttura particolarmente scmplice delle matrici M., definite dalla (12.100b),
permette infatti di riconoscere che le matrici (12.102) hanno la configurazione seguente

N A0 ..
A=2  MAM. =|0 A, ..|=diaglA,] (12.107a)
e | . R
N H, le N M
H= 2, MHL,=|H, L, w= 21 My, =) u, (12.107b, ¢)

el . ¢

La matrice di rigidezza (12.105a) e il vettore (12.1054¢) delle forze nodali equivalenti a
deformazioni ¢ sforzi iniziali risultano quindi

~ [A' 0 . |[H L «~
K=(LiH} LiH5-1| 0 Ay ... || Hy Ly |= 2) LL[H.A'H L, (ch
: : : e
. A 0 ] (i N
P,=[LH L'H; 110 Ay |y = Z‘. LUHLA ) (c2)
Ponendo
k.=HA'H, P, =HAp, (12.108a, b)

¢ ricordando la definizione (11.61) di Py, si puo allora scrivere
N N
K=2,Lk.L, P=2 Lipo + Bo) (12.109a, b)
¢ 1 -1

It confronto con le (11.74) mette immediatamente in luce come I’approccio misto di
Hellinger-Reissner si differenzi da quello agli spostamenti solo nelle proprieta degli
elementi, ora definite dalle (12.108) anziché dalle (1 1.63,64). In effetti, la soluzione del
problema pud essere ottenuta con gli stessi codici di cajcolo, sostituendo semplicemente
il modulo che calcola tali proprieta.

Si osservi anche che la struttura diagonale a blocchi di A consente di effettuare la sua
inversione elemento per elemento, operando quindi su matrici di dimensioni ridotte. E
ovviamente essenziale che le A, relative a ogni eleménto, definite dalla (12.97h), non
siano singolari. a ¢ definita positiva; tale risultera pertanto anche A, sc la matrice h(§)
che governa il modecllo di sforzo ha colonne indipendenti, se cioé la (12.96) prevede che
sia g,(§) = 0 ovunque nell’elemento solo quando tutte le componenti di S, sono nulle.

Il modo puramente formale con cui sono state introdotte, non permette di stabilire
il significato delle grandezze (12.97) che caratterizzano il comportamento dell’elemento
finito. Peraltro, il confronto trale (12.1084a) e (12.51a) suggerisce che A;' ¢ H, giochino
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un ruolo analogo, rispettivamente, alla rigidezza naturale D e alla matrice C nell’ap-
proccio agli spostamenti. A, rappresenta una sorta di cedevolezza naturale e diviene
effettivamente tale se (e si vedra che in modelli correttamente formulati cio si verifica)
le componenti del vettore S, sono sforzi generalizzati per I’elemento. Per quanto
riguarda il legame tra H, ¢ C, si osservi che sostituendo nella (12.97a) la (12.13) per B,
risulta

H, = f hEbEav - C (12.110)
v,

Qualora (ma ci6 non & richiesto dal procedimento) il modello di sforzo h fosse coerente
con quello di spostamento nel senso detla (12.90), 'integrale nella (12.110) si ricondur-
rebbe alla matrice identica e risulterebbe H, = C.

ESEMPIO 12.9 Si consideri ancora I'elemento quadrato in Figura 1?.3, in coqdizioni
di sforzo piano. La matrice delle cedevolezze elastiche del materiale & allora I'inversa
della (12.52) e risulta

1 1 —-» 0
a=-—|-» 1 0 (d)
El o o020+
Si consideri un modello di sforzo governato dalla matrice seguente
1 |100 33 O
hi)=—-5|010]| 0 3¢ (12.111)
1io01| 0 0

1 —» 0 00
te? 1M 1 -v 1 0 00
A = —— h'ahdidy = —3 0 021+ 00 (12.112a)
4 1 d Ete
0 0 0 30
0o 0 0 03
Invertendo, si ottiene, come é facile constatare
1 0 0 0
Ete? v 1 0 0 0
Al = T 00 (1-w)2 0 0 (12.112b)
il 4
00 0 1-s3 0
00 0 0 (1-»9/3

Tale matrice & molto simile alla rigidezza naturale (12.53) dell’elemento, da cui differi-
sce solamente negli ultimi due termini diagonali. Cio conferma 1'analogia del ruolo
interpretato dalle due matrici.

Per I'elemento finito in esempio, la matrice B & espressa dalla (12.16). Dalla (12.97a)
si ottiene allora
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-1 1t 1-1] 0 0 0 o0

w02 ([ 0 0 0 0|-1-1 1 1
He=7~[ h'Bdtdn=—--[ -1 -1 1 1| -1 1 1 -1
Joda 1-1 11} 0 0 0 0

0 0 0 0l 1 -1 1 -1

H. risulta identica alla matrice C che si evince dalla (12.19). In effetti (e si lascia come
esercizio il verificarlo) le espressioni (12.111) di h e (12.18) di b comportano

w2 ("7
*—4‘ f f hlbdfdrl = (e)
adJa

12.3.1.3 Connessioni con 'approccio agli spostamenti

Nel teorema di Hellinger-Reissner, sia spostamenti che sforzi sono variabili libere e, in
linea di principio, non esiste alcun motivo che impedisca di definire i modellj (12.95) e
(12.96) indipendentemente ’uno dall’altro. Possono tuttavia darsi casi in cui le (12.109)
c¢le (11.74) si identificano (risulta cioé k, = k, € Pg. = Pge), per cui I’approccio misto non
presenta di fatto alcuna differenza rispetto a quello agli spostamenti.

Cid si verifica, ad esempio, se si assume come modello di sforzo b = r, con r definito
dalla (12.91). Ricordando la (12.49a) e che é @ = d”', dalla (12.96b) si ottiene allora

A, =D". f b'dadbdV - D' = D"’ (12.113q)
|4

e

Questa scelta per h verifica inoltre la (12.90), per cui é anche

H.=C (12.1134)

La (12.108a) diviene allora identica alla (12.51a), vale a dire alla matrice di rigidezza
relativa a un approccio agli spostamenti basata sullo stesso modello (12.95). E facile
constatare che cio si verifica anche per il vettore di forze nodali equivalenti a deforma-
zioni o sforzi iniziali.

E questo un esempio molto particolare, tra I'altro di scarsa rilevanza pratica. Esso
tuttavia mette in luce come, se si vuole che ’approccio misto effettivamente elimini gli
inconvenienti che in determinate circostanze quello agli spostamenti presenta, occorra
esplorare le connessioni tra i due procedimenti.

Per semplicita, cio verra ora fatto con riferimento a un caso specifico, anche se
importante (i risultati generali verranno in seguito enunciati senza dimostrazione). Si
supponga che il modetlo di sforzo sia definito per interpolazione polinomiale sui punti
di Gauss usati per valutare numericamente le proprieta dell’elemento. Nella (12.96) si
pone allora . M

hi® = S.=Q, (12.114a, b)
con 1y(€) e Qq, definiti dalle (12.615, ¢) (i pesi W, che compaiono in queste espressioni

sono ininfluenti, in quanto si elidono nel prodotto (12.61a)).
Integrando numericamente la (12.97b) e ricordando la (12.59), si ottiene
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G
S T
A":c | w.ryéd '!u(»fg):dlag[ W d I} =D, (12.1150)
£

dove Dy ¢ la matrice (12.63b). E anche

» G :
./. rbav = L.Zﬂ W ri(EIb(E,) = [b(ﬁ;)]

per cui la (12.110) fornisce

H.=60C (12.115b)
con O definito dalla (12.69). Per la (12.71), la (12.108a) divienc allora
k(,:C’G)’D(,@)C:C’D*C:k*,, (12.1164q)

d,ovc k,. 'mdlca la matrice di rigidezza dell’elemento finito ottenuta, nell’ambito del-
I"approccio agli spostamenti, integrando numericamente sui G punti di Gauss.

In presenza di deformazioni o sforzi iniziali si potrebbe dimostrare in modo del tutto
analogo che risulta anche

Poc = Poye (12.116b)

Dtaltra parte, pq. ¢ identico nei due casi. Le (12.116) mostrano quindi che "approccio
mnsto bz?sato sul modello di sforzo (12.114) e quello agli spostamenti, se numcricamente
lqtegrau, producono le stesse propricta per gli elementi e quindi, a valle dell’assemblag-
gio, le stesse equazioni risolventi per lo schema discreto.

12.3.1.4 Teorema di limitazione e condizione di rango

Quamo sopra sviluppato, seguendo negli aspetti essenziali la piu generale e rigorosa
dimostrazione fornita in [14], stabilisce la completa equivalenza tra i risultati prodotti
dall’integrazione numerica in modelli agli spostamenti ¢ misti alla Hellinger-Reissner
t?_as.qui sulla (12.114). Questa ipotesi identifica il modello di sforzo con la distribuzione
fittizia (12.61) ¢ le conclusioni ottenute con riferimento a quest’ultima nel Paraérafo
12.2.3.2 si mantengono inalterate anche nel presente contesto.

. Scil numero di punti di Gauss ¢ tale da assicurare Uintegrazione completa, eventuali
|nC0nvgmcnti dovuti all’eccesso di rigidezza nella formulazione agli spostamenti non
sono rimossi dal ricorso all’approccio misto. Questo risultato non ¢ in realta limitato
all’ipotesi (12.114) e all’impiego di tecniche di integrazione numerica. Esso ¢ del tutto
gencralc e costituisce il cosidetto teorema di limitazione, per la prima volta introdotto
in “5.]' che verra ora enunciato omettendone la dimostrazione formale. Si indichino
con X ¢ 2, gli spazi algebrici cut appartengono gli sforzi locali previsti dai due approcci

Precisamente .

2)=lo(x)=h(x)S]  2..=l0.(x)=db(x)D'Q,] (12.117a, b)

Dove I'indice ( ), & stato introdotto per distinguere le quantita relative al metodo degli
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spostamenti. Nelle (12.117) le matrici si intendono organizzate in modo da riferirsi
all’intero schema discreto; gli sforzi presentano quindi discontinuita all’interfaccia tra
gli clementi ¢ vanno intesi come funzioni di quadrato sommabile.

L’inclusione

DEDW (12.118)

ha il significato seguente: per tutti gli sforzi generalizzati Q, relativi al modello agli
spostamenti, & possibile trovare dei vettori S che producano, in ogni punto detlo schema
discreto, gli stessi valori per gli sforzi locali. Il teorema di limitazione stabilisce che
I"inclusione (12.118) implica la completa equivalenza tra la formulazione agli sposta-
menti ¢ quella mista alla Hellinger-Reissner.

Tale risultato evidenzia il carattere dominante del modeilo agli spostamenti (12.95)
su quello di sforzo (12.96). Se il secondo e cost ricco da includere tutti gli andamenti
locali che conseguono dal primo, risulta da questo vincolato. L’approccio alla Hellin-
ger-Reissner ¢ allora solo apparentemente misto.

D’altro canto, il modello di sforzo non puo essere eccessivamente povero. Se esso ¢
della forma (12.114) e il numero di punti di Gauss ¢ tale per cui sG < d, dove d ¢ sempre
il numero di modi deformativi che conseguono al modello di spostamento, la formula-
sione mista si identifica con una agli spostamenti integrata in modo ridotto ¢ puo
presentare gli inconvenienti legati all’introduzione di modi a energia zero. In generale,

un numero troppo limitato di parametri di sforzo puo condurre a matrici K singolari,
o comungue mal condizionate. Perché il sistema (12.106) ammetta soluzione, il modello
di sforzo deve rispettare alcune restrizioni.

E stata in particolare stabilita una condizione, associata ai nomi di Babuska e Brezzi
[16,17], che assicura I’esistenza e ’unicita della soluzione di un approccio misto. Essa
ha carattere molto formale e non viene qui presentata. Alcune sue interpretazioni
relative a schemi discreti sono peraltro disponibili (vedi [18]) e si traducono operativa-
mente nella cosiddetta condizione di rango, che assicura ’effettiva presenza in ogni
elemento dei d modi deformativi previsti dal modello di spostamento. Elementi che
rispettano questa condizione senza ricadere nell’inclusione (12.118) sono effettivamente
misti ma, non introducendo modi a energia zero, non presentano gli inconvenienti a essi
relativi.

Per meglio chiarire questi aspetti, si stabilisce ora il legame tra le { componenti del vettore S,
che governano il modello di sforzo, e le d componenti di Q... che conseguono dal modello di
spostamento ¢ sono definite dalla (12.43). Introducendo in questa relazione gli sforzi (12.96),
si ottiene

Q. = f b'hdv - S. (12.119)
v
La relazione tra i due vettori si esprime quindi come seguc
Q.= Q. S. Q. = f h'bd¥ (12.120a, b)
N AYARS! (>d ,‘._

L.a (12.120q) ha lo stesso significato della (12.700), con cui st identifica se il modello di sforzo
& espresso dalle {12.114) (& allora @, = O, ¢ S, = Qu), ¢ permette di stabilire con ragionamenti
analoghi il comportamento del modello. Se é ¢ >d, le (12.120) instaurano un legame tra le
componenti di S,, circostanza che riflette la natura dominante del modello di spostamento ed
¢ spesso associata all’inclusione (12.118), che riconduce la formulazione mista a quella agli
spostamenti. Se invece e { <de ). ha rango pieno (R(L.} = £), le componenti di S, non sono
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vincolate dal modello di spostamento ¢ assumono il significato di sforzi eeneralizzan per
I'clemento finito.
Il confronto tra le (12.110) ¢ (12.120h) permette di stabilire Ia relazione

H.=Q.C, (121210
per cui Pespressione (12.108¢) della matrice di rigidezza dell’elemento i PUO serivere
k.= C. Q. A' Q. C. (12.122)
rar rxdd b s e dd s

dove si ¢ ancora indicato con r il numero di spostamenti nodalt nell'clemento isolato. Dal
momento che ¢ R(A) =10, la (12.122) mostra che il rango di k. non puod cecedere il minimo
tra { ¢ d. Se ). ha rango picno, ¢ in particolare

R(;‘.) =min}(, d| (12.123)

1l caso ¢ > d comporta allora una rigidezza clastica di rango pari al numero di modi deforma-
tivi associati al modello di spostamento ¢ nullita pari a quello degli effettivi moti rigidi
nell’elemento isolato; le singolarita vengono climinate in sede di assemblaggio, operazione che
ricostruisce la continuita della struttura e impone i vincoli esterni. Se pero ¢ ¢ < . alcuni dei
modi deformativi assumono encrgia zero e 'assemblaggio non climina necessariamente tutte
le singolarita. Lo stesso puo verificarsi nel caso in cui il rango di €, sia inferiore a d.

La definizione dei modelli richiede quindi alcune cautele. Un modeclio di sforzo troppo
povero in rapporto a quello di spostamento puo violare la condizione di rango, dando
luogo a sistemi risolventi singolari 0 a soluzioni eccessivamente flessibili. D*altra parte,
se si ricade nelP’inclusione (12.118) il teorema di limitazione stabilisce che il risultato é
identico a quello di una formulazione agli spostamenti, di cui condivide anche gli
inconvenienti. Esiste peraltro un ambito in cui "approccio alla Hellinger-Reissner puo
essere vantaggiosamente applicato. Se consapevolmente formulato, lo schema discreto
che ne risulta effettivamente elimina eventuali cccessi di rigidesza senza introdurre gh
inconvenienti a volte connessi con I'integrazione ridotta.

Un buon elemento misto ¢ quello formulato nell’Esempio 12.9. Peressoc ¢ =d = $
¢, come la (e) evidenzia, €, si identifica con la matrice identica 5 x 5. La matrice di
rigidezza (12.122) ha quindi rango 5, pari al numero di modi deformativi previsti dal
modello di spostamento, nessuno dei quali assumc energia zero. S, ¢ adesso una valida
definizione di sforzo generalizzato per I’elemento, da cui gli andamenti locali conseguo-
no attraverso le (12.96) ¢ (12.111). Pur sc sono governati dallo stesso numero di
parametri liberi, ghi spazi X e Y, definiti dalle (12.117), non si identificano; si potrebbe
infatti verificare che essi hanno in comune i modi di sforzo costante ma non i due
rimanenti. Come il confronto tra le (12.112h) ¢ (12.53) evidensia, gli approcci misto e
agh spostamenti producono due elementi effettivamente diversi ¢ il primo puo ehiminare
alcuni degli inconvenienti eventualmente associati al secondo.

12.3.2  ULTERIORI APPROCCI MISTI

La formulazione a elementi finiti del tecorema di Hellinger-Reissner ¢ stata sviluppata
con un certo dettaglio per esemplificare la procedura relativa ai metodi misti. Esistono
tuttavia altre formulazioni variazionali del problema elastico che pure possono essere
vantaggiosamente utilizzate in molti casi. Si accenna qui a due di esse, che trovano un
certo impicgo nelle applicazioni.
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I.’approccio agli spostamenti pud dar luogo a inconvenienti notevoli se il materiale
¢ pressoché incompressibile (v = .5). Le deformazioni sono allora sostanz:glmente.: dej
viatoriche, ma spesso il modello di spostamento non ¢ in grado di separare i contributi
deviatorici da quelli volumetrici. Questi ultimi sono di fatto nulli in soluzione e vengono
a vincolare i primi, causando fenomeni di locking. ) .

Allo scopo di separare i due contributi, si consideri il legamc.elasuco llr.lea@ e
isotropo (3.30), in termini di costanti di Lamée. In notazione tensoriale, esso si scrive

gy = ZGE,‘I' + )\Ekkb,'j (|2]24)

dove &, indica, al solito, il tensore di Kronecker. Si ricorda che in termini di costanti
ingegneristiche A si esprime

v

N=E ——o o 0

Nella (12.124) la quantita
ik =&+ &+ E; (2)

rappresenta la variazione di volume. Essa ¢ legata a o4 = 0, + 0, + o_ dalla (3.390).
Precisamente

o = Kewy =5 (h1, 2)

dove K ¢ il modulo volumetrico del materiale che, come del resto \, non ¢ definito per
v=.5.
Si introduca la quantita

v
P:)\E“:"I’IT Tk (]2125)

Essa ¢ proporzionale alla componente idrostatica di sforzo p = q“y/3, con cui si identi-
fica per v = .5. Il legame (12.124) allora puo scriversi

0, = 2Ge, + P, P = \exs (12.126a, b)

E possibile dimostrare che la soluzione del problema elastico corrispondc alla staziona-
rieta del funzionale

M, P)= f ey, P)dV—fF,S,dV—ff,-s,(lS (12.127a)
v v S,

1 1
wley, Py = <2Ge,,e,,+2P£“— \ PZ) (12.1278)

sotto le condizioni
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1 , ;
&= iy ts) inVos=s5 suS, (12.128)

La dimostrazione di questo enunciato, noto come tearema di Herrinann, ¢ stata propo-
sta come esercizio nel Capitolo 4. La stazionarieta del funzionale rispetto alla variabile
libera P comporta

I)
opM = /- (E“— N )6PdV:O voP
Jy
il che palesemente implica
=g4 InV (12.129)

vale a dire la porzione (12.126/) del legame clastico, non soddisfatta a priori da P
arbitrari. Imponendo la stazionaricta rispetto ad una variazione di spostamento si
ottiene invece

6sM = f (2Ge be;, + Poe)dV - /F,és,dV—j fi65,dS =0
v i s,

per ogni variazione compatibile con le (12.128). Introducendo la (12.129), facendo uso
dell’identita deix = 6,;0¢;, e ricordando il legame elastico (12.124), la la condizione si
riconduce alla forma seguente

fa,jée,,dl/f f F,(Ss,dl/-f f:65,dS =0
v Jy s,

1
Ve, = 5 (6s; ;+ 68s;)) inV, 8s; =0 su S, (12.130)

E immediato riconoscere che la (12.130) impone I’cquilibrio attraverso il principio dei
lavori virtuali.

Si osservi che se nella (12.127h) P venisse eliminato mediante la (12.129), x si identi-
ficherebbe con P’energia di deformazione del materiale scritta in termini di costanti di
Lam¢. Precisamente

! :
nley, P =XNegy) = b (2("“‘:/‘71/ + Neu)) = w(e,) (12.131)

Per v—.5 peraltro A= o ¢ w non ¢ definito. L’espressione (12.1275) di p invece lo &
sempre. La (12.129) si traduce allora nella condizione di incompressibilita e = 0;
questa non ¢ adesso imposta a priori, ma viene ad essere soddisfatta in soluzione e non
costituisce quindi un vincolo sulle componenti di deformazione. 11 teorema di Herr-
mann Fonsentc infatti formulazioni che non danno luogo a fenomeni di locking, scopo
per cui € stato originariamente introdotto [19}.

Una modellazione ad clementi tiniti di questo teorema richiede che in ogni elemento
venga stabilito il modello (12.95) per gli spostamenti ¢ un modello per P, definito in
modo analogo alla (12.96). Precisamente
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P.(5) = c(HR. (12.132)

dove ¢ ¢ un’opportuna matrice riga di funzioni del punto e R, il vettore dei parametri
liberi che governano I’andamento di P(§) nell’clemento. Dal momento che il tecorema
non richiede che questa quantita sia continua attraverso I'interfaccia tra gli elementi,
I’operazione di assemblaggio coinvolge solo gli spostamenti nodali. I dettagli della
formulazione sono lasciati come esercizio.

Il teorema di Herrmann rappresenta in realta solo un caso particolare di un approccio di
portata molto pit ampia. E spesso possibile esprimere I'energia di deformazione come somma
di due contributi scrivendo

] 1
wle) = ’2" g'de = —;‘ edie+ ‘2_‘ e'dre = wi(€) + wie) (12.133a)

dove la matrice d; é esprimibile nella forma
d; = amm’ a>0 (12.133b)

Qualunque matrice simmetrica e semidefinita positiva pud essere decomposta in tal modo [5].
Ad esempio, nel caso del legame (12.124) i due contributi risultano

1
wi(€) = "l" ZGE,'I'EU (1)2(5) = "2" )\(6‘-/,-)2 (12.134)

2

¢ si esprimono nella forma (12.133) ponendo

e=lec & € Yo Tz Yal' o=\ (i1, 2)
2 . t |
2 . 1
L2 L. 1
di=Gy — m=4 (i3, 4)
| .
1

1] legame elastico puo allora scriversi

a:vaf—:d‘s+mg g=am'e (12.135a, b)
£

[ infatti, come immediato constatare

dw w3 i
— =dg =amm'e=mg
de de

Nelle (12.135), g ¢ un vettore di natura statica. Nel caso del teorema di Herrmann esso diviene
uno scalare e si identifica con P, come definito dalla (12.126). Inserendo le (i) nella (12.135b)
risulta infatti : N

g=ame=Ne, + e +e)=rew =P )

La suddivisionc (12.133) ¢ operata in modo da isolare il parametro costitutivo «a, che si
suppone possa divenire molto grande nei confronti di quelli che intervengono nella matrice d
(per »=_5 ¢ infatti A» G). E questa una potenziale fonte di inconvenienti per un approccio agli
spostamenti, in quanto P’energia di deformazione diviene mal definita.
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Si consideri in luogo di w la quantita
1
u(e, @) =wi(e) +g'm'e— e g'g (12.136)

La sua derivata rispetto a ¢ definisce sempre lo sforzo o. E infatti

% dermg (12.137a)
de

Peraltro, la sola parte (12.135a) del legame clastico (indipendente da «) ¢ cosi rappresentata.
La rimanente porzione risulta dalla condizione

1
Bt che impone —g=m'e (12.137b)
o

Si osservi che per a— oo la (12.137b) comporta m‘e—0. A differenza dell’encrgia di déforma-
zione, la quantita (12.136) si manticne pero ben definita anche in questo caso.

Sostituendo w con p nell’espressione dell’Energia Potenziale Totale della struttura, si per-
viene al funzionale

M(s, g)= fp.(s, g)dV~fF'SdV—f f'sdS (12.138q)
v v s,

il cut dominio di definizione ¢ costituito dalle cinematiche congruenti. Precisamente
e=4d(s) in V s=5 su S, (12.138b)

1 valori di s e g che rendono stazionario il funzionale (12.1384) nel dominio (12.138b)
corrispondono alla soluzione del problema elastico. La dimostrazione ¢ identica a quella
prima fornita per il teorema di Herrmann.

1l procedimento ¢ applicabile al modello di trave di Timoshenko. L’energia di deformazione
per unita di lunghezza di trave ¢ adesso

1 1 I El 0
w(s):—z—EIxzqtni—GA‘!Z:Ef g'de e:{”‘} d:[o GAJ (k1-3)

Essa assume la forma (12.133) ponendo

a-orfy 8] mel) won )

Dalla (12.135b) allora consegue
g=am'e=GA_ =T (k5)

g si identifica quindi con I’azione tagliante. La (12.136) adesso si scrive

1 1
= EIC+ Tt———— T? k6
ule, ) > Elx + 3GA. (k6)

Da essa si ottiene il legame elastico nella forma

_Howax] _ {EIx O o ¢1,2
“”{au/ar}‘[r} ar 07 Ga, T 2

Nella (1) solo il momento flettente ¢ definito attraverso il legame elastico. L’azione tagliante
& invece una variabile indipendente, legata alla corrispondente deformazione attraverso la
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(€2). In travi snelle, —0 mentre T si mantiene finito, indicando come GA , divenga molto
grande rispetto a T. E questa una fonte di inconvenienti nell’approccio agli spostamenti, che
il metodo misto puo eliminare.

Lo stesso teorema di Hellinger-Reissner pud essere incluso in questo schema, anche se in
modo un pd faticoso. Si illustra ora la connessione limitatamente al caso in cui non siano
presenti sforzi e deformazioni iniziali e ¢ abbia quindi natura puramente elastica. Nella
(12.133a) si pone wy =0 e quindi d; = d. Questa matrice si esprime nella forma (12.1334)
ponendo

a =1 m=m'=d" (ml, 2)
dove d'? ¢ una matrice simmetrica tale per cui
dI/ZdI/Z:d (m3)

(in generale, la matrice d”, come del resto qualunque funzione di matrici, é definita come
quella che ha gli stessi autovettori di d e autovalori pari a quelli di d elevati alla n-sima
potenza. d ¢ simmetrica e definita positiva: i suoi autovalori sono quindi reali ¢ positivi e
possono essere elevati a 1/2; su queste matrici, le operazioni algebriche si effettuano in modo
formalmente identico che su quantita scalari). La (12.135b) diviene allora

g=d"e=d"d"'o=d s (m4)

e la (12.136) si scrive

uie, g) = G’d’”zd‘/zs—% o'd?d" 6= o'e~ L g'ac (m3)

dove ¢ stato fatto uso della relazione a = d~'. E immediato constatare che tale definizione
riconduce il problema (12.138) alle (12.94) scritte per &= { = 0.

I fatto che il teorema di Hellinger-Reissner possa essere visto come un caso limite della
formulazione variazionale (12.138) suggerisce che anche modelli a elementi finiti basati su
quest’ultima possano ricadere in un teorema di limitazione ed essere soggetti a una condizione
di rango. In effetti, un modello eccessivamente ricco per g riconduce a un approccio agli
spostamenti, eliminando i benefici che ci si aspetta associati all’'uso di un metodo misto,
mentre modelli troppo poveri possono dar luogo a singolarita nel sistema risolvente. Questi
aspetti, cosi come le connessioni con modelli agli spostamenti integrati in modo ridotto o
selettivo, sono discussi in dettaglio in {14].

Alcune formulazioni miste sono anche basate sul teorema di Hu-Washizu [20]. Questo
identifica la soluzione del problema elastico con la stazionarieta del funzionale

] ,
K(si, oy, m) = f[z Dijkeninee + 05(65— ) ~ 15 (Dijre S — SV —
v

~fFjsjdV—‘/vfjsde (12139a)
v Sk

dove si € posto

1
€=y (si; + 5.0 (12.139b)

e gli spostamenti devono rispettare la condizione di congruenza esterna

s;=8 su §, (12.139¢)
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Nella (12.139a) n;; ¢ il tensore delie piccole deformazioni, che appare come variabile libera
¢ soddisfa la congruenza solo in soluzione. Il simbolo intende distinguerlo da ¢, che &
invece definito dalla (12.139h) come la parte simmetrica del gradiente di spostamento.

La dimostrazione dell’enunciato é stata proposta come Esercizio 4.10, in una forma
leggermente diversa che non prevedeva gli sforzi iniziali {, ¢ non imponeva a priori la
condizione (12.139¢) su S, possibilita quest’ultima di limitato interesse in vista di formu-
lazioni a elementi finiti, in quanto non ¢ difficile definire funzioni di forma che soddisfi-
no a priori le condizioni al contorno di congruenza. E comunque immediato constatare
che te condizioni di stazionarieta del funzionale risultano

6,,K = /‘IDU‘A‘F(‘”M“I?/\‘I') + g“,_,éa,,{én,,dl/ =0 v (31],/ (12140(1)
L ¢

5,K = / {e,—1,)00,dV =0 ¥ ba, (12.1400)
o

5K = fo(,ée,,dV~
3

v

/‘Fjﬁs,dva S;05,dS =0
v S,

i
v deg; = ) (bs,;+8s;;) in V, 8,=0 su §, (12.140¢)

La prima impone il legame elastico; la seconda identifica 5; con ¢, come definito dalla
(12.139b) e si traduce quindi nel legame deformazioni- spostamenti; la (12.140c¢) infine
impone I’equilibrio attraverso il principio dei lavori virtuali.

Una formulazione a elementi finiti richiede che, in aggiunta ai modelli (12.95) e (12.96)
per spostamenti e sforzi, venga definito in ogni elemento anche un modello per le defor-
mazioni, governato da un certo numero di parametri liberi raccolti nel vettore a,.. Simbo-
licamente si scrive

7n.(8) = B() a. (12.141)

La procedura si sviluppa attraverso una successione di operazioni analoga a quella vista
con riferimento al teorema di Hellinger-Reissner e i dettagli sono lasciati come esercizio.
Cisilimita qui a osservare che il teorema non richiede la continuita di n(£) tra elemento e
clemento, per cui I’assemblaggio non coinvolge a,.

Tutti i modelli misti cui si € accennato hanno caratteristiche tra loro analoghe. Essi
possono tutti essere ricondotti alla forma (12.109) ¢ si differenziano solo per le diverse
espressioni che la matrice di rigidezza clastica ¢ il vettore delle forze nodali equivalenti a
deformazioni o sforzi iniziali del singolo elemento assumono nei vari casi. Anche in
questo ambito sono stati dimostrati teoremi di limitazione [14, 211, che stabiliscono come
in determinate circostanze il carattere dominante del modello di spostamento renda la
formulazione solo apparentemente “mista”, cosi come condizioni di rango [18] che &
necessario rispettare per non introdurre modi a energia zero.

L’equivalenza con modelli agli spostamenti formulati mediante integrazione ridotta o
sclettiva ¢ pure stata esplorata da molti autori [14, 22]. Nello stabilire modelli a elementi
finiti di tipo misto occorre quindi operare con una cerla attenzione; sc consapevolmente
formulati, tali modelli possono peraltro presentare considerevoli vantaggi rispetto a un
approccio agli spostamenti, eliminando molti degli inconvenienti a volte associati a que-
st’ultimo.
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12.4 CENNI A MODELLI EQUILIBRATI E IBRIDI

12.4.1 FORMULAZIONE IN TERMINI DI FUNZIONE DI SFORZ0

Si ¢ altre volte sottolineato come nell’ambito dell’ipotesi di piccoli spostamenti il
principio dei lavori virtuali instauri una dualita tra le relazioni che governano gli aspetti
statico ¢ cinematico del problema strutturale. Sotto condizioni abbastanza generali sul
legame costitutivo, tale circostanza comporta che le formulazioni variazionali o estre-
mali del problema si presentino in coppia. In campo elastico, il funzionale Energia
Potenziale Totale

Vis) = fw(e,-j)dV« fF,sjdV— ff,s,-a’S (12.142q)
v v Sy
definito nel dominio della congruenza
1 . _
&=y (s, +s.) in V s;i=5 su S, (12.142b)

¢ stazionario in corrispondenza di una soluzione che ¢ anche equilibrata. A esso corri-
sponde il funzionale Energia Complementare Totale

(o) = f‘Y(O:j)dV“f
v s,

che opera nel rispetto delle condizioni di equilibrio

0+ F,=0 in V osm=f su S (12.143b)

¢ la cui stazionarieta impone la congruenza. In tali espressioni, si ricorda, w(e;) e y(g;))
rappresentano rispettivamente le energie di deformazione e complementare, che defini-
scono il legame elastico del materiale attraverso le relazioni

9w Oy

0y = €y =

. (12.144a, b)
de;;

do;;

Le (12.142) sono alla base degli approcci agli spostamenti; questi costruiscono modelli
congruenti che, in soluzione, vengono a rispettare I’equilibrio solamente in media. In
modo analogo, si puo pensare di formulare a partire dalle (12.143) modelli equilibrati,
la cui stazionarieta impone le condizioni di congruenza in senso globale. Nell’ambito
delle formulazioni agli elementi finiti, all’approccio cinematico che si traduce nel meto-
do agli spostamenti, si puo quindi far corrispondere un duale approccio statico.

La simmetria tra le due formulazioni é ben evidenziata dalla cosiddetta analogia
lastra-piastra. Si consideri dapprima il problema di una piastra di Kirchhoff di spessore
ft costante, che per semplicita si suppone incastrata su tutto il contorno. La congruenza
impone allora che lo spostamento w(x, y) sia continuo con entrambe le derivate prime
nel dominio A occupato dalla piastra nel piano (x, y) e che si annulli unitamente alla
derivata normale sul contorno I'. Indicando con C” la classe delle funzioni continue con
tutte le loro derivate fino all’ordine n incluso, tale condizione si scrive
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ow
wx, eC in A w=0, 'a: -0 su I (121454, b)

Come si é visto nel Capitolo 9, dallo spostamento w discendono le deformazioni
generalizzate (curvature)

_ w Fw a*w 12146
Xy = aXZ Xy = ayz Xav = — (7.\'8)’ ( . G)
Ad esse il legame elastico associa gli sforzi generalizzati (momenti)
l—»
My =D+ rx)  M,=Dlxi+x) M,=D " x, (12.146b)

2

dove D = ER*/12(1 — v?) ¢ la rigidezza flessionale della piastra. | momenti sono legati
al carico traversale p(x, y) attraverso I’equazione indefinita di equilibrio

IM, L IM, M,

S =0 .
axdy a2 +p (12.146¢)

5

ax

Sostituendo in questa relazione le (12.146b) per i momenti e quindi le (12.1464) per le
curvature, si perviene all’equazione di Sophie Germain-Lagrange

v,wz—g in A (12.147)

Per la piastra di Kirchhoff, ¢ questo ’equivalente delle equazioni di Navier, che formu-
lano il problema elastico in termini di spostamenti. La risposta della piastra ¢ definita
dalla soluzione della (12.147) sotto le condizioni al contorno (12.1455).

Si consideri adesso un problema piano negli sforzi, costituito da una lastra priva di
forze di volume (F, = F, = 0) e di vincoli, soggetta quindi sul contorno I' a trazioni
superficiali f,, f, ovunque note ¢ globalmente equilibrate. Come si ¢ visto nel Paragrafo
4.2.4, le condizioni di equilibrio possono essere soddisfatte introducendo una funzione
di sforzo (o di Airy) ¢(x, y), continua con le sue derivate prime nel dominio 4 occupato
daila lastra nel piano (x, y). Gli sforzi che da questa si ottengono attraverso le (4.52)
soddisfano infatti le equazioni indefinite di equilibrio del problema; le condizioni di
equilibrio al contorno possono essere espresse in funzione di ¢ ¢ della sua derivata
normale al bordo seguendo il procedimento indicato sempre nel Paragrafo 4.2.4. La piu
generale soluzione equilibrata si esprime quindi, in termini di funzione di sforzo

‘ P
o, MEC' in A o(s) = M(s), 'a‘s" =~T(s) su I'  (12.148a, b)

<

dove, si ricorda, s ¢ una coordinata che percorre il contorno a partire da un punto O
arbitrario, 7(s) ¢ la componente nella direzione tangente al contorno nel generico punto
P(s) della risultante delle trazioni superficiali agenti sul tratto OP ¢ M(s) il momento
di tali trazioni rispetto al punto P.

In assenza di forze di volume, gli sforzi locali sono legati a ¢ dalle relazioni
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R ) e
L 12.149
T gy 7T o T axdy ( 9

Da csse si ottengono le deformazioni attraverso il legame elastico che, nel caso piano
nclle tensioni, st scrive

B ( ) 3 2(1 + »)
e = . {o,—vo, £, = P

: 1o (12.149b)

1
“E (—vo, + Uy) Yoy =
Tali deformazioni devono soddisfare la condizione di congruenza interna per un pro-
blema piano. Precisamente

Fe, vy, e,
- + =0 12.149
3 axdy T ax ( )

Sostituendo in questa relazione le (lZ.l49b)>per le deformazioni e le (12.149a) per gl
sforzi, si perviene all’equazione risolvente

Vap=0 in A (12.150)

La (12.150) esprime in termini di funzione di sforzo I’equazione di Mitchell-Beltrami
per il problema elastico della [astra e, unitamente alle condizioni al contorno (12.1484),
nc permette la soluzione.

Le fasi attraverso cui si sviluppano le due formulazioni sono riassunte in Tabella
12.2. E evidente I’analogia formale tra di esse. In entrambe I’incognita & rappresentata
da una funzione continua con le sue derivate prime in A, che sul bordo I' assume con
la sua derivata normale valori fissati dalle condizioni al contorno di congruenza o di
equilibrio del problema. Le successive operazioni (12.146) o (12.149) differiscono solo
per inessenziali fattori moltiplicativi e le equazioni risolventi presentano la stessa strut-
tura. L’approccio in termini di funzioni di sforzo per il problema della lastra caricata
nel piano ¢ formalmente equivalente a un approccio agli spostamenti, sia pure relativo
a un problema diverso.

Una formulazione agli spostamenti del problema della piastra di Kirchhoff stabilisce
innanzi tutto un modello per lo spostamento w(x, y), esprimendolo in funzione di un
certo numero di variabili nodali. Il modello é definito in modo da rispettare, a valle
dell’assemblaggio, le condizioni di continuita e di congruenza al contorno (12.145) per
qualunque valore delle variabili nodali, che divengono quindi parametri liberi. Si calco-
lano poi le deformazioni (12.146a) che conseguono dal modello. I legame elastico ¢
adesso utilizzato non per valutare i momenti (12.146b) ma piuttosto per esprimere
Penergia di deformazione w per unita di superficie media in funzione delle variabili
nodali. [l funzionale (12.1424a) si riconduce quindi a una funzione di tali variabili ¢ la
sua stazionarieta, che impone I’equilibrio, si traduce in un sistema algebrico e lineare,
sostitutivo dell’equazione differenziale (12.147). N

Si puo procedere in modo del tutto analogo con riferimento alla lastra piana stabilen-
do per la funzione di sforzo ¢(x, y) un modello che, a valle dell’assemblaggio, rispetti
le condizioni (12.148) per qualunque valore dei parametri liberi. Gli sforzi corrispon-
denti si calcolano quindi mediante le (12.1494a) ¢, su questa base ¢ il legame clastico, si
definisce ['energia complementare + per unita di superficie ¢ si esprime il funzionale
(12.143a) in funzione dei parametri liberi. La condizione di congruenza interna
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Tabetla 12.2

Piastra di Kirchhoff (bordo incastrato)
Approccio agli spostamenti

()

|

_ f'){\[VV _ 62W R 7(772W7 (72M, rVM,Y OPMY
X Z T GxE X T T g2 X = axay ax? axady + ayt T

Xxr Xyr Xxy > {M

R
X<
[——

il

=)
1
[ T RN
O ==
N oo
| =
| I |
—
Yox
N

< >e é “ T

azf, a Yy ‘e, 32‘(* dz¢ 62‘0

oy e e 3= 0 Oy = - . Oy =, 7 .

Ay axdy ax ay? T axt axay
Iy A

Lastra piana (forze di volume nuite)
Approccio atle funzioni di sforzo

. : — .
w=0 in A =M, '," = T surl -I
v dan
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(12.149c¢) viene imposta in modo approssimato dalla stazionaricta dell’Energia Comple-
mentare Totale, che si traduce ancora in un sistema algebrico ¢ lincare, sostitutivo
dell’cquazione differenziale (12.150).

1.’ analogia sussiste anche tra la formulazione agli spostamenti del problema della lastra piana
¢ quclla in termini di funzioni di sforzo della piastra di Kirchhoff. Nel primo caso, il campo
di spostamenti ¢ definito da due funzioni continue, non necessariamente con le loro derivate,
nel dominio A. Precisamente

solx, ¥) _
{s.(x,y)}ec‘ in A (12.151)

Se, come ipotizzato, la lastra € priva di vincoli, la congruenza non impone restrizioni sui valori
di s,,, s, al contorno. Il legame deformazioni- spostamenti, la legge di Hooke e le equazioni
indefinite di equilibrio si scrivono, nel caso in esame

— aS-L - ,a,sJ' — ["_S‘ + ,as.", (al)
Ex = aX Ey - a)/ Y = ay aX
2 E E
Oy = I' = Vi (E,\ + Vér) Oy = T_ ;T (”ex + Ev) Tyy = '2*('717 + ")' Yar (02)
da, a7 ar,, dao,
ax T ay 0 ax + ay - 0 (a3)

(si ricorda che si suppone la lastra priva di forze di volume). E possibile adesso, procedendo
per successive sostituzioni, formulare le equazioni differenziali che governano il problema in
termini di spostamenti (equazioni di Navier). A esse occorre aggiungere le condizioni di
equilibrio al contorno, pure esprimibili in termini di spostamenti mediante le (al, 2). In un
approccio agli elementi finiti, le condizioni di continuita (12.151) sono soddisfatte dal modello
e le condizioni di equilibrio, sia indefinite che al contorno, non vengono esplicitamente
considerate; esse sono imposte, in via approssimata, dalla stazionarieta del funzionale Energia
Potenziale Totale discretizzato.

Un’analoga formulazione del problema della piastra di Kirchhoff pud essere derivata a
partire dalle seguenti funzioni di sforzo (note anche come funzioni di Southwell)

wg mec" in A (12.152)

L.a pitt generale espressione det momenti che soddisfi I’equazione indefinita di equilibrio
(12.146a) puod esprimersi nella forma

M, =M + M M, =M+ M7 My =M%+ M7,

dove i momenti

. 0 ay, o L [ad. Y,
9% . b2
aw M e Mem o a7 oax h2)

costituiscono uno stato di coazione, che soddisfa cioé 1a"(12.146¢) scritta per p = 0 ¢ P'apice
( ¥ indica un qualunque integrale particolare della stessa (12.146¢).

I.e (12.152) ¢ (b) definiscono la pil generale soluzione equilibrata per una piastra incastrata
su tutto il bordo, vincolo che non prevede condizioni di equilibrio al contorno. 11 legame
elastico permette quindi di risalire alle curvature

)
M =

‘,,I,z,, M M,) — I2 ( M.+ M,) B 24(1 + V), M (©)
Xy = ER (M- vM, Xy = L vV, v Xav = Eh w (¢
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Queste devono rispettare le condizioni di congruenza interna per la piastra di Kirchhoff, che si
scrivono {23]

,‘_3_X.-‘, _ ,é,x_-?.:[ =0 - _(?}l". +2 3)9 =0 (o)

dy ax dy ax

Sostituendo in tali relazioni le (¢) per le curvature ¢ le (b) per i momenti, si perviene alle equazioni
differenziali che governano il problema della piastra in termini di funzioni di sforzo. A esse
andrebbero associate le condizioni al contorno di congruenza, pure scritte in termini di ¥, .
Tali espressioni sono in verita tutt’altro che agevoli da determinarsi, ma in un approccio agh
elementi finiti cid non risulta necessario. Le condizioni di congruenza, sia interna che al contor-
no, vengono infatti imposte dalla stazionarieta dell’Energia Complementare Totale, nella forma
discretizzata che risulta dalla modellazione delle funzioni di sforzo (12.152).

Le relazioni precedenti sono riassunte in Tabella 12.3, che ancora evidenzia la completa
analogia formale tra i due approcci. Queste rapresentazioni grafiche sono state sviluppate da
Tonti [24] ¢ ognuna di esse andrebbe in realta riferita a un determinato problema (per la piastra
di Kirchhoff, la parte inferiore della Tabella 12.3 va cioé associata alla parte superiore di Tabella
12.2, e viceversa per la lastra).

Se cosi organizzate, esse assumono |’aspetto illustrato in Tabella 12.4, che visualizza in modo
molto espressivo la struttura duale che regge il problema elastico lincare ¢, pit in generale,
praticamente tutta la meccanica delle strutture, quantomeno all’interno dell’ipotesi di piccoli
spostamenti.

Da quanto osservato si evince che un modello equilibrato agli elementi finiti puo essere
formulato in termini di funzioni di sforzo seguendo un procedimento analogo a quello
che formula in termini di spostamenti un modello congruente. L’analogia é tale che un
programma di calcolo per il primo appoccio pud spesso utilizzare gli stessi moduli del
secondo, purché relativi al problema corrispondente [25]. La soluzione fornita da un
modeilo equilibrato si presenta piu flessibile di quella effettiva, che risulta quindi
delimitata bilateralmente dalle approssimazioni relative ai due approcci.

Anche se lo schema presentato é certamente suggestivo per la sua eleganza, occorre
dire che dal punto di vista delle applicazioni I’approccio equilibrato non é scevro da
difficolta e controindicazioni. La definizione delle condizioni al contorno di equilibrio
in termini di funzioni di sforzo € spesso problematica e la loro imposizione ¢é difficile
da programmare.

La modellazione richiede particolari attenzioni nel caso di domini molteplicemente
connessi, dove occorre introdurre vincoli per evitare la perdita di unicita della soluzio-
ne. Il risultato ¢ inoltre preciso con riferimento alle funzioni di sforzo, informazione di
interesse diretto pressoché nullo, € non altrettanto sugli sforzi, che ne conseguono per
derivazione e sono calcolati sostanzialmente con lo stesso grado di accuratezza che nella
corrispondente modellazione congruente.

La valutazione degli spostamenti non ¢ immediata: I’approssimazione viola infatti la
congruenza ¢ le deformazioni prodotte dal calcolo non sono integrabili. Per risalire agli
spostamenti si rendono quindi necessari interventi di varia natura a valle della soluzione
dello schema discreto.

Tali difficolta non sono insormontabili e I’approccio in termini di funzioni di sforzo
¢ stato utilizzato con successo in svariate circostanze, segnatamente per problemi di
piastre e di gusci [25]. Esse tuttavia giustificano il fatto che il procedimento gode di una
popolarita ben pitr limitata che non il duale approccio agli spostamenti.
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Tabella 12.3

Lastra piana (forze di volume nulle)
Approccio agli spostamenti

DO
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Approccio alle funzioni di sforzo ‘}
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Tabella 12.4

Spostamenti

l Equazioni di Navier T

Approccio agli

| spostamenti
|
A4
Legame deformazioni- Equilibrio
spostamenti
i i
4 diretto o = dwlde
Deformazioni .
\ Legame elastico
i inverso o = dylda ‘//
Congruenza Legame sforzi-
v interna funzioni di
sforzo

“ Approccio alle
funzioni di
sforzo

Funzioni di —
incompatibilita @
(zero)

Equazioni di Mitcheil-Beltrami

12.4.2 MODELLAZIONE DIRETTA DEGLI SFORZI

Per stabilire un modello cquilibrato non ¢ in realta necessario ricorrere a funzioni di
sforzo. E possibile, almeno in linea di principio, modellarc direttamente le tensioni
locali, definendo I’approssimazione in modo che 'assemblaggio ricostruisca un anda-
mento ovunque rispettoso delle equazioni indefinite di equilibrio, nonché delle condi-
zioni al contorno sulla superficie caricata. Imponendo la stazionaricta del funzionale
(12.143a) scritto con riferimento a tale modello, si perviene al sistema risolvente, le cui
incognite sono i parametri liberi che dettano il regime tensionale.

Gli sforzi sono ora modellati direttamente, il che climina il deterioramento di preci-
sione che consegue alla derivazione. Le difficolta connesse con la valutazione degli
spostamenti permangono, ma possono ancora esserc aggirate con provvedimenti ad
hoc. La necessita di soddisfarc ovunque, in particolare attraverso I’interfaccia tra gli
elementi, le condizioni di equilibrio, rende perd la definizione dei modelli piuttosto
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laboriosa ¢ scarsamente sistematica. A differenza di quelli agli spostamenti, che posso-
no essere facilmente organizzati in “famiglie” di elementi di ordine via via piu elevato,
clementi equilibrati di questo tipo vanno stabiliti e verificati caso per caso. Alcuni di
essi, peraltro, sono stati formulati ed utilizzati con successo.

Sul funzionale Energia Complementare Totale si basano anche altre formulazioni ad
clementi finiti, dette ibride (la terminologia ¢ in realta piu generale, ma gli elementi
ibridi di piu comune impiego appartengono a questa categoria). Esse definiscono un
modello di sforzo equilibrato all’interno di ogni elemento, ma non necessariamente tra
elementi adiacenti, e, indipendentemente da questo, un modello per gli spostamenti su/
contorno di ogni elemento, governato da opportuni valori nodali. Il funzionale (12.143)
viene modificato in modo da includere mediante moltiplicatori di Lagrange le condizio-
ni di equilibrio tra elemento e elemento, non soddis{atte a priori dalt’approssimazione.
I parametri che governano I’andamento degli sforzi possono venire eliminati dall’equa-
zione risolvente, che si presenta in termini di soli spostamenti nodali, liberi a valle
dell’assemblaggio. Modelli ibridi anche relativamente poveri producono spesso buoni
risultati. Il campo di spostamenti ¢ facilmente ricostruibile a partire dai valori nodali
che risolvono il sistema e il fatto che gli sforzi siano direttamente interpolati in ogni
elemento suggerisce che anch’essi siano valutabili con accuratezza analoga [26].

Un buon clemento ibrido ¢ il quadrilatero piano basato sul modello di sforzo

af{x, ¥) = Ry + Ryy a(x, ¥) = Ry + Rsx To(x, ¥) = R, (12.153)

che rispetta, come ¢ immediato verificare, le equazioni indefinite di equilibrio (a3) per
qualunque valore dei parametri R;. Su ognuno dei quattro lati si assume inoltre per gli
spostamenti un andamento lineare, governato dai valori assunti ai vertici che competo-
no al lato considerato e che si configurano come spostamenti nodali. Questo elemento
ibrido ha prestazioni confrontabili con quelle di un modello S, pur presentando gli
stessi gradi di liberta spostamento di un elemento S,.

12.5 CONSIDERAZIONI CONCLUSIVE

H metodo degli elementi finiti, cui sono stati dedicati gli ultimi due capitoli di questo
volume, ¢ un procedimento di estrema versatilita ed efficacia che consente la soluzione
di problemi strutturali di vario tipo. Come qualunque altro approccio, la qualita della
soluzione dipende dalle approssimazioni introdotte, le cui implicazioni devono esscre
sempre tenute presenti nel formulare il modello. Se utilizzato con consapevolezza, il
metodo tuttavia permette di risolvere con precisione ingegneristicamente adeguata pra-
ticamente qualunque problema. Esso consente infatti di trattare geometric differenti, le
pit generali condizioni di carico e di vincolo e diversi comportamenti del materiale. A
volte esso ¢ anche applicato con riferimento a problemi la cui formulazione analitica
non ¢ ancora definita in modo soddisfacente; tali soluzioni vanno ovviamente conside-
ratc con molta cautela, ma rappresentano di fatto 1@ sole informazioni disponibili in
determinate situazioni.

La formulazione piu spontanca (e di gran lunga {a piu utilizzata) ¢ quella agli sposta-
menti, che generalizza il concetto di modcllazione cinematica alla base delle classiche
teoric strutturali. L’approssimazione non é pero dettata da ipotesi a priori sul compor-
tamento di un solido dotato di particolare struttura, ma piuttosto da criteri di conver-
genza alla soluzione continua, che viene avvicinata con Pinfittimento del reticolo o con
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I’arricchimento del modello. Non & questo tuttavia il solo approccio possibile. Dgl
momento che il modello & ora svincolato dalla natura del particolare pr.obllcma in
esame, gli spostamenti, che meglio si prestano a guidare I’intuizionc ln.gcg_ne.rlst.lca nella
definizione di approssimazioni adeguate, perdono la loro posizione dl.prlv1!eg|o. Altrc
quantita, segnatamente gli sforzi, possono essere modcllate in a!lernatlva oin aggluntg
agli spostamenti. Ne consegue un panorama estremamente articolato e .d‘umle, al cui
interno un consapevole utilizzatore ¢ in grado di sceglierc le procedure pit adatte caso
per caso. _ .

1l metodo ¢ stato qui presentato con esclusivo riferimento a problemi strutturali. Essq
& pero utilizzabile anche in altri contesti e trova oggi largo impiego nel!o Slu‘dIO‘dl
problemi di idraulica, conduzione del calore, magnetostatica ¢ cosi via. .Ta.ll appllcaflo-
nt ovviamente esulano dagli obiettivi di questo testo. Esse tuttavia costituiscono un’ul-
teriore conferma delle potenzialita de! metodo degli elementi finiti, che va riguardato
come uno dei piu notevoli risultati ottenuti in tempi relativamente recenti dallg mecca-
nica delle strutture, ambito in cui é stato originariamente sviluppato ma al cui interno
non ¢ confinato.
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ESERCIZI

12.1 La mensola in Figura 12.1a abbia sezione rettangolare b x h e lunghezza ¢ = 5h. 1l cocffi-
ciente di Poisson del materiale sia v = .25. Dalla (12.1) si ottiene allora per lo spostamento
trasversale dell'estremo libero

Fe
=1.030 ——-
4 3ET
Calcolare un’approssimazione per tale valore considerando elementi di trave di Timo-
shenko e le modellazioni seguenti:

a) un unico elemento lineare;

b) due elementi lineari di eguale lunghezza;
¢) un unico elemento quadratico.

Valutare le proprieta degli elementi sia mediante integrazione completa che selettiva (G = 1
per P’clemento lineare, G = 2 per quello quadratico).

12.2  Si consideri I’elemento cubico di trave di Bernoulli-Eulero definito dal modello di sposta-
mento (11.41). Stabilire per la matrice A un’espressione tale per cui i moti rigidi e le
deformazioni generalizzate risultino come indicato in Figura 12.E2a. Calcolare la matrice
di rigidezza naturale che ne consegue e gli sforzi generalizzati corrispondenti a un anda-
mento lineare dei momenti flettenti (Figura 12.E2b).

12.3  Si consideri il problema di cui all’esercizio 11.8 (Figura 11.E8). Mostrare che se gli elementi
vengono integrati in modo ridotto (G = 1) la matrice di rigidezza globale risulta singolare.
Identificare il modo a energia zero non impedito dai vincoli.

12.4  Ripetere I'Esercizio 11.8 usando, in fuogo dell’elemento Ss, 'elemento misto formulato
nell’Esempio 12.9. Verificare che la soluzione ¢ meno rigida.

12.5 Si consideri ancora ’elemento assialsimmetrico piano nelle deformazioni in Figura 11.E14.

Determinarne la matrice di rigidezza k relativa a una formulazione alla Hellinger-Reissner
basata sui modelli

- uy o] _|1o]{s
s(r) = >h [(R+h-r) (-R+h+1) [Uz] {ao(r)} = {O l] {Sz}

Verificare che k ¢ identica alla matrice che si ottiene dal modello di spostamento se
integrata sull’unico punto di Gauss rg=R.

12.6 Si consideri I’elemento quadrato piano negli sforzi in Figura 12.3. Se ne voglia produrre

una formulazione alla Hellinger-Reissner associando al modelilo di deformazione (12.18)
il modello di sforzo governato dalla matrice

Ppl=u,

M(x) ‘M

4]
Figura 12.E2
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|t oolgools 00
h=—5|0 100 £ 00 7 0
100 1j00¢Et|0 0 ¢

(tale modello rientra nell’inclusione (12.118)). Verificare che risulta D = D, con D espressa
dalla (12.53). Verificare inoltre che, a parita di spostamenti nodali, anche gli sforzi coin-
cidono localmente con quelli che si ottengono dall’approccio agli spostamenti.

12.7 Si consideri il problema piano nelle deformazioni in Figura 12.E7 ¢ s¢ ne determini la
soluzione usando un unico elemento finito a quattro nodi (per eliminare il moto rigido, si
imponga spostamento nullo nel baricentro). Considerare i seguenti modelli:

a) Elemento S, integrato in modo completo
b) Elemento S, con integrazione ridotta (G = 1)
¢) Elemento Hellinger-Reissner di cui all’Esempio 12.9 (piano nclle deformazioni anziché
negli sforzi)
d) Elemento basato sul teorema di Herrmann con P = cost
Valutare gli spostamenti nodali in funzione di », verificando che I’elemento a) non consen-
te spostamenti per »—.5 mentre i due elementi misti danno sempre soluzione.
~f— glf N — F
| |
‘ !
\ !
F \ ‘ F
v 7&7
Figura 12.E7
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